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Il ne faut pas recevoir les opinions de nos pères 
comme des enfans , par la seule raison «rue nos pères 
les ont eues. 

(Pensées de Maro-Aurèle, trad. de Joly , ch. ig , 
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Chez M»« V» COURCIER , Impr.-Lib. pour les Mathéma- 
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AVERTISSEMENT. 

lis Calcul des Probabilité* , inventé pat 
Pascal et Fermât, n'a pas cessé depuis d'êx-i- 
exter l'intérêt et d'exercer la sagacité de leur* 
plus illustres successeurs; mais lés élémens 
de cette branche des Mathématiques appli- 
quées, sont restés bien eu arrière de l'état de 
la science. Après quelques ouvrages superr 
ficiels ou incomplets , on ne trouve plus que 
des Mémoires académiques ou des Traité? 
fondés sur les parties les plus élevées de 
l'analyse ; ensorte que , même avec des con- 
naissances assez étendues dans les Mathéma- 
tiques élémentaires , il faut encore se borner 
à croire sur parole , la vérité des points fon- 
damentaux de 1* théorie des probabilités, qui 
peut cependant s'établir d'une manière très* 
solide par le seul secours des élémens d'Al- 
gèbre, .C'est pour remplir cette lacune, qu^ 
j'ai rédigé le Traité que j'offre en ce moment 
au public. Dans le texte, je ne suppose presque 
rien aurdela de ce que contiennent xaes Élé- 
mens £ Algèbre. De plus , j'ai . eu soin de 
mettre en évidence les énoncés des principes, . 
et démultiplier les résumés, afin qu'on pût en- 
core acquérir une idée de la théorie, indépen- 
damment des formules algébriques .Enfin, pour 
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iv 'AVERTISSEMENT; 

rendre .plus facile le passage de ce Traite* 
à ceux oùJ'Qti a déployé toutes les ressources- 
de l'analyse transcendante , je l'ai terminé par 
-piques Notes, où, partant de foimiiles con- 
tenues dans inon Traité élémentaire de Cal- 
cul différentiel e% : , de Calcul intégral, j'aiéx-* 
posé les premières applications de ces calculs 
aux problèmes concernant les probabilités. 

Les nombreuses citations que j'ai faites dès 
écrits ' originaux donneront aux lecteurs les 
Imôyénside suivre là marche die cétf e r doctrine 
depuis son invention, et cPèn approfondir les 
détails et les applications aux sciences mo- 
rales et politiques, applications dont f ai 1 în-* 
dîqué les bases , et que j'ai tàcbé d'apprécier 
Xïeur juste valeur. jOondorcet désirait que leur 
ensemble fît là riràtiète de l'un des cours des 
Ecoles publiques ; et il en à donné deux ex- 
eelïéris programmes , le prepniiër à la .suite de 
'ses Mémoires sur V Instruction publique , t. îx 
iî'e'ses Œuvres y $. 5<35jet'lé second 'dans le 
Tableau général de la science qui a pour objet 
t application du 'calcul aux sciences politiques 
et morales ; t. ixr de ses (Œùïrês > p. 2$j y ' o» 
-Elément au Calcul'dèi Probabilités y p. ifï\ 
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[OBSERVATION. Le pltis grand nombre des articles 
indiqués dans cette Table, se compose de ceux qui con- 
tiennent les énoncés dps propositions fondamentales ou 
des résumés dégagés des calculs algébriques ; les autres 
articles sont distingués par un astérisque. ] 
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Notions préliminaires sur le sens des mots 
Certitude et Probabilité. 

1. JuA conscience (Tune sensation actuelle /laper-» 
ception instantanée et avec pleine évidence de la con* 
venance ou delà disconvenance de deux idées : voilà où 
6e trouve , sous le double rapport de nés facufréd phy- 
siques et intellectuelles, le plus haut degré de certitude > 
la certitude absolue; bien entendu quil faut écarter 
de la sensation les jugemens dont on pourrait l'ac-^ 
compagner pour prononcer sut sa cause, ou la rap- 
porter à un objet particulier, et de la comparaison 
des idées, tout ce qui ne se réduirait pas à des 
idées simples et tellement circonscrites , que Penten- 
dément puisse les, embrasser dune seule vue (*). 



- {*> En envoyant les mots facultés physiques et intellectuelles, 
je n'ai en vue que de me conformer à la division établie parle langage v 
ordinaire dans nos factrltés, sans rien préjuger sur leur origine et 
connexion; 
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à TlUlîE ÉLÉMENT A!AÊ 

C'est en Vain que les philosophes! ont cherché pendant 
long-tems un critérium de vérité , différent de la par- 
faite intuition que je viens de rappeler; pufcqu'au bout 
des plus longues explications , il faut toujours en venir 
à reconnaître dans l'esprit la faculté de saisir immé- 
diatement l'accord où la convenance de deux idées ou 
de deux notions* Aussi toiis leurs efforts, , quand ils les 
ont bien diriges , n'ont servi qu'à les ramener à ce terme 
avoué maintenant par tous les bons esprits , qui pa- 
raissent convaincus que le seul ob)et des règles essen-» 
tielleft d& macmnement est de. prévenir toute illusion 
Sans le jugement que nous portons de cette évidence , 
en examinant avec soin l'étendue que reçoit chaque idée 
dans les "diverses combinaisons qu'on en fait, et eh con«* 
frôlant sans eéssé ta vérité de n<&, souvenirs et l'exacti- 
tude* de nos énumérÉtions. C'est en effet à cela que se 
réduisent les fameuses règles de Descartës , auxquelles* 
Sri n'a rfeâ ajouté d'essentiel (*); 

_ - 1^-^ . . . . . ,_ ^ n 

(♦) Jl ri*estpe*t>£re pà* inutile de fappelèr ici ces* règle*, et 
J*y joWhx eedesque Newtota a présentes pour les recherches pby-* 
tiques, parce que (fans la suite rious aurons occasion d'en tirer de» 
conséquences pcfox U sujet qui nous occupe. 

RlelcstifiDescartts. (Discours de iaMétkod^ éd. d^t6^ t ^ ao.). 

!•. * ife Recevoir jamais: atfcttttè chose poitr traie que je île Ibj 

* connusse évidemment être telle: c'est - à* dire, éviter soigneuse* 

* ment U précipitation , et la prévention; et ne rien comprendre 
s> de praà eti mer jugemens, que ce qui se présenterait si claire* 
à rirejU et «5 âMsWBtèment a ntos> esprW? «fie je ti'èuts* aucune 1 
» occasion de le mettre en doute. 

a*, h Diviser chacune dès difficultés que j T eiam nierais, en autant 
» cW parceliesqu'il se pourrwt, et .qull serait rtqui» pou* les nûeux 
» résoudre. 

3e. » Conduire par ordre mes pensées, en commentant par le» 
à objets les plus simples', et les plus aisés à connaître , pour monter, 
» peu à peu comme par degrés , jusques a la connaissance des plus 



DES PROBABILITÉS. J 

S: ï ' "T/ deSSérie8 deco -4enc e8 dont 

la certitude dépend d'un nouvel élément', la fidélité 

avec laquelle cette mémoire noua rend U que not 

S 7T*' 5? COnfiaace ^— acquérïntà^ 

gf 11 " CS , f0ndée V" «r la constante répétition A» 

de son 7 T™" ^ * to ré P étition n °« *»5 
£r e ^ n 9U \ e ' drcûns ^ c « feront. W » 

„»,; * i - P.iusieuts foi» sur nous ou sur les autre. 

ob,eb penchant qui se lie à l'opinion queTou! a2 
ronstaôt de la constance *. lois SXï££?* 

-«%'«« «fe JVwto». (Trtductïon de ses >W»c,~, U„ il-- j ' 

, , ;.* •". ?" ' r «W>iKrietiré de causée a ue celiei m,; : '-. ' 

a*. » «Le» éffeè du utéme genre dWeat WùfoàviMaû. i^Hb», 
» »»*«, qu'a eH.cp.siWe .ih^e *«* •**"**»• 



j£ fRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

K hi trouvé toutes les parties exactes , et j'ai la con* 
diction de la vérité énoncée , iront pas d'autre fon- 
dement. 

Tant de faits, auxquels on n'a pu jusqu'ici en oppo* 
feèr àUcùn de bien constaté , ont; vérifié la mortalité de 
l'espèce humaine; le soleil s'est levé un si grand nombre 
tie fois ; tout homme , tècbnnu en état dé sdnté , et 
doué d'une intelligence saine , à si constamment Senti , 
quand il à voulu y revenir , la vérité de chacun deà 
fugemenà simples qui composent Une démonstration , 
qu'on ne forme aucun doute sur la répétition de ce$ 
événemens, quoiqu r on ne puisse s'empêcher d'y recon- 
naître une différence essentielle avec là bonsciencë 
d'une sensation où l'intuition d'un jugement porté sur 
deux idées simples dont là connexion est évidente. Aussi 
\e degré de certitude acquis par cette voie , est-il bien 
près de la certitude absolue ; cependant quelle garantie 
âvons^nôus qu'une loi naturelle , qui ne s'est pas encore 
développée à nos yeux , hé modifiera pas la succession 
die ces faits répétés un nombre presqu infini de fois , 
niais pourtant sans que nous ayons pu saisir, la maniera 
d'agir des causes qui les produisent, ou la nécessité 
de leur dépendance réciproque (*)i 

3. Si des faits auxquels nous ne connaissons encore 
aucune exception , nous passons à d'autres qui nous en 
ont offert , nous verrons le doute s'introduire dans notre 
esprit, par des. nuances de plus en plus fortes. Quand 
il s'agira , par exemple , de nous en rapporter aux té- 
moignages des autres ; la multitude d'erreurs involon- 
taires et de mensonges prémédites > rendra très-circons- 
pect l'homme de /sens dans son acquiescement aux. 
informations qui lui seront données. Chaque fait qu'il 

♦ ■ ■ ., . v .. ' — ■ — ' , ' ' * — ' — t-'- 

(*) Voyez daasles Essais philosophiques de Home, «es réflexions 

su? le* jjdees de liaison et dé pouvoir 4 



DES probabilités; & 

Wra pu vérifier par lui-même , qu qui , ne sortant pas* 
du train habituel des choses , n'aura été le sujet d'au-*, 
çune réclamation , établira dans son esprit la validité^ 
des témoignages ; mais les déceptions l'ébranlerorit d'au-. 
tant plus qu'elles seront plus répétées. Il balancer* 
les uns ayec les autres, les résultats contraires x demeu- 
rera souypnt en suspens ; et s'il est forcé de prendre un 
parti, il ne le prendra que dans le sens ou les autorités, 
lui paraîtront plus nombreuses , mieux d'accord entre- 
elles , plus conformes à ses observations coi aux faits, 
bien avérés. 

Un observateur qui a remarqué les fréquentes coïncî*. 
dences de la chute de la pluie, avec l'abaissement du, 
mercure dans le baromètre , avec le règne de certains, 
vents , , avec un certain état des nuages x lorsqu'il verra 
le concours de tous ces indices , regardera la pluie comme, 
prochaine , sans pouvoir assurer néanmoins que le fait 
arrivera infailliblement ; car il se rappellera en même; 
tems que ces apparences ont été quelquefois trpmpeuses, 
que le mercure a baissé dans, le baromètre, et que le\ 
tems a été couvert sans qu'il aft plu , que des vents, 
ou des courans supérieurs inaperçus , ou d'autres modi- 
fications de ^air ont dissipé les nuages les plusme-i 
naçans : mais il aura une confiance d'autant plus grande 
dans l'arrivée de la pluie; que la comparaison des, 
faits conformes à sa conjecture avec les faits contraires , 
lui donnera lieu de former un plus, grand nombre de ju- 
gemens ppur l'affirmer que pour la nier.. 

L'événement qui est ici la chute de la pluie , quoique 
douteux pour celur qui en observe les indices , n'est; 
point lui-même Kyréatt hasard'; il résulte de l'état an* 
teneur et présent de- l'atmosphère et des conséquences^ 
nécessaires de cet état. Une intelligence supérieure qui ext, 
•aiairait toutes les conditions > en conclurait tout de suit* 
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«e qui doit arriver : l'homme , borné dans ses connais- 
sances , ne pouvant démêler lçs conditions premières 
qui établissent la nécessité de l'événement, ou n'en pou- 
vant faire une énumération exacte, récapitule les indices 
qui lui en tiennent lieu ; et si, dans cette opération , les 
yugemens successifs qu'il porte^ sont plus fréquemment^. 
affirmatife que négatifs, .a la vue de son esprit f dit 
u Hume) revient donc plus fréquemment sur un évene- 
i* ment que sur son, contraire. C'est cette concentration 
tf de plusieurs vues dans, un seul événement qui pro- 

# duit y par un mécanisme inexplicable de la nature , 
ï» le sentiment de, croyance : c'est par là qu'un événe-* 
*> ment triomphe de son antagoniste , qui 31 moins de 

* ces vues pour lui^ et qui revient plus rarement 4 
ti Pesp^t (^), >i 

4* L'exemple développé ci-dessus^ est de ceux où les 
fugemens se forment immédiatement sur des indicçs 
ûréq de l'expérience ; ma,is c'est, encore le niême pro-r 
cédé lorsque la chaîne des rajsonnemens est plus longue. 

Dès que le sujet n'offre p^s toutes les conditions; né- 
cessaires pour arrive%à la certitude d'une démonstra- 
tion, on ne saurait plus faire qu'un ejcamen. de; toutes 
celles de se$ conditions qui sont; connues^ en peser 
l'importance, en considérer le nombre. S'agit-il } par 
exemple., d'une question de f critique littéraire; comme 
de déterminer ri un ouvrage est bien de l'^uteui: dont 
il çorte le nom ; il faut puiser d'abord d^ns la discus- 
sion des faits et des, témoignages t dçns la, çpmpfçaisoq, 
des formes du, style , tous les incjipçs qui sont f^yorabjea 
et ceux qui sont contraires à, l'attribution, supposée. S^ 
d'un côté aucune de*, çkçpnst^çes , n£ m:çse^tjant de. 
contradiction m$n£este^ ^i^tVmSflfm^^ «JtWPto* 
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àst fait avancé , et de l'autre si toutes les affirniattona. 
ne portent que sur de* énumérations qu'on puisse dé-t 
montrer incomplètes , ou auxquelles, on puisai trou-* 
ver des modifications, il ne résultera de tout le traçait 
qu'un assemblage de jugemens qjËrraatifk et de juge-v 
mena négajtife x qni produiront un effet proportionné 4 
leur nombre ou 4 ieqr force, si d'ailleuçs celui qui fait 
J'examen a soi» de se garantir de toute illusion etn'%. 
pas pris son parti devance. 

Ici se; présente la» distinction de la force des indice» 
•t de feur nombre : mais presque toujours 1* prépaiera 
qualité 9$ ramène à la second*; car qu? est-ce qu'un in- 
dice plu& fort ^ C'est celui qui trompe lç mojns souvent* 
qui par conséquent embrasse ua plus grand nombre de* 
cas fayorabjea à la production de l'évépeqçtenli qu'il 
annonce, ou dos développemens duquel il sort un plu* 
gr#nd npuabre de GircoDst&nçea qui rao^nene à la 
uiéme conclusion. En suivant ce raisonnement on voit 
que d£a que l'esprit humain ne peut plus; rendonfreE 
la certitude-, 1% marche du raisonnement prend la former 
d'une sorte de calcul dent le résultat acquiert de l'em^ 
pire sur notre croyance , précisément par l'effet de la;, 
répétition de* jugemens ou des observations* La bontés 
de ce calcul dépend ici x comme partout, du choix des 
données?, ef çn*uite t du l^on emploi qu'on en fait; et ce 
bon emploi ne. peut consister que dans l'examen le plu* 
détaQ&dps çircon^taïices de. chaque donnée , d^ns le 
soin de les- décomposer autant qu'il est possible , afin 
de n'avoir à prononcée que. sut des, propositions .d'une 
égale aimpMcitâ et d'une égale évidence^ et surtout de 
tenir son esprit en garde contre toute partialité en fa- 
veur dq, résultat quel qu'il pubse être. 

5, IJ n'y aurait rien à désirer si on pouvait amener 
les çbo&a, au, point 91'il y eût une. parité exacte^ Wfc 
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le jet d'un dé comprenant un certain nombre de faces 
marquées de couleurs ou de points divers. Si la figure 
de ce dé était bien régulière , sa matière bien homo- 
gène , les circonstances de son jet bien variées , bien 
imprévues , ensorte qu'on n'eût aucune raison de s'at- 
tendre à le voir tomber sur une face plutôt que sur toute 
autre , et qu'il y en eût , par exemple , cinq blanches 
«t une noire , l'esprit , trouvant le nombre des face» 
blanches plus grand que celui des faces noires , revien- 
drait plus fréquemment à juger possible l'arrivée de 
l'une des premières que celle de la dernière 5 et par? 
l'effet de cette répétition du jugement de possibilité , 
(comme je l'ai déjà dit d'après Hume et Condorcet,; 
croirait plutôt à l'arrivée d'une face blanche qu'à 
«elle d'une face noire. Ce que tout esprit tant soit- 
peu éclairé ne peut manquer de sentir dans l'<exemple 
précédent, frapperait les plus ignorans, si, au lieu d'un* 
dé à six faces , on en supposait un ayant un million de 
faces blanches et une seule noire , ou bien une urne 
contenant un million de boules blanches et une seule 
noire. Dans ce cas, on ne pourrait s'empêcher d'attendre 
avec une très-grande confiance, l'arrivée d'une fece ou, 
d'une boule blanche , et de marquer une très - grande 
surprise si c était la face ou la boule noire qui se pré-, 
sentât : or , on verra bientôt que le calcul rattache le 
premier cas au second. • 

Je ferai remarquer à cette occasion que sît c'est le, 
sentiment de la constance des lois de la nature qui fonde 
notre confiance dans le retour des événemens observés. 
,un grand nombre dé fois , c'est encore ce même senti- 
ment qui fonde notre incertitude, notre indifférence 
d'opinion sur les chances offertes par les insfrumens 
aléatoires bien construits et fidèlement employés; car c'est 
parce qu'il résulte de la constance dés loisJe la nature à 



\ 
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que quand tontes les circonstances déterminantes sont 
les mêmes , les effets sont aussi les mêmes , que ceux-ci 
doivent être dlfFérens toutes les fois que. les premières 
* varient ; et c'est aussi à les varier que nous nous appli- 
quons dans la production des événemenades jeux de ha 1 -' 
sard. On évite, par exemple, de mettre le dé dans Je cor- 
net sur la même face , de mesurer les mouvemens qu'on 
donne à ce cornet *, on cherche à prendre une manière 
très-irrégulière de remuer lés urnes contenant les numé- 
ros, ou de mêler les jeux de cartes. De même l'irrégularité 
du mouvement de nos membres , lorsqu'il n'est pas di- 
rigé par une habitude bien prise , transforme d'abord 
les jeux d'adresse en jeux de hasard y mais à mesure 
que Tune s'acquiert, les chances de l'autre diminuent. 
6\ Il est donc bien vrai de. dire , u quil n'y a 
v point de hasard , à proprement parler , mais qu'il y 
v a son équivalent : l'ignorance où nous sommes des 
v vraies causes des événemens » (*) , d'où naît la pro- 
babilité quand nous ne pouvons énumérer exactement 
les causes , ou prévoir infailliblement leurs effets. Le 
cas le plus simple est bien évidemment celui où le 
nombre de ces effets est connu et où chacun d'eux est 
également possible : tel est le cas du dé. Le nombre 
-des jugemens que l'on peut former pour l'arrivée d'une 
certaine couleur, étant le même que celui des faces de 
cette couleur, ce dernier détermine le degré de confiance' 
avec laquelle on attend l'apparition de l'une de ces faces ; 
puisque si on en augmentait le nombre , le degré de 
confiance augmenterait aussi. Mais ce n'est pas le nombre 
absolu qu'il faut considérer dans cette circonstance ; car 
si le nombre des faces noires du dé augmentait en mêma 
tems que celui des. faces blanches. , que l'un et l'autre 



{*) fessais 4?EÇume, sv>r la Probabilité. 
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fussent doublés , par exemple; la proportion des jugrç- 
mens affirmatifs et des négatifs» relativement i l'arrivée 
d'une certaine couleur, demeurant la même, on ne voi)t 
pas pourquoi le degré de confiance dans l'arrivée de Té* 
vénement désigné > changerais Sur dix faces blanche? 
et deux faces noires , on pourrait encore former 5 ju-, 
gemena en faveur de la couleur blanche, contre un 
seul pour la couleur noire. 

Il suit de là 3 que I3 mesure du degré de confiance 
dans l'arrivée d'une couleur , dpit être le rapport du 
nombre des. ju gemena affirmatifs, au nombre des. juger 
mens tant affirmatifs que négatif > c'est-à-dire à leur 
nombre total , ou bien le rapport du nombre de faces, 
de la couleur que l'on considère K au nombre total de% 
faces,; c'est-à-dire i pour la couleur blanche dans le 
dé proposé. 

Ce rapport est ce qu'on appelle Improbabilité nuu 
thématique , qui se forme, comme on y oit , en divisant 
le nombre de- chances favorables à l'événement , par le, 
nçrnihre total, des chances* Mais U faut bien faire at-j 
tention que. toutes les chances comparées, soient égajen 
ment possibles* Le }et des, dé* va nous donner le moyei} 
de rendre bien ^dentela nécessité de cette restriction^ 

7. Lorsqu'on jette à la fois deux dés ayant six faces, 
marquées, chacune de l'un des nombres depuis i>>us<i 
qu'à 6 inclusivement » pour peu qu'on réfléchisse sur; 
ce qui doit arriver, on recoupait qpe chacune des, 
faces de l'un des dé» peut se montrer avec chacune das, 
faces de l'autre , enspite que si on daigne le premier 
par A , le second pai; B > o^ayjra le* 3$ chances indi-v 
quéesdaqs U Tableau suivant. 
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Toutes Us combinaisons marquées dans, ce Tableau 
•ont des chances également possibles., tant que, l'on çqn-r 
sidère isolément chaque dé. Ainsi amener 5 avec le dç A 
et a avec le. dé B , est une chance pareille i celle d'a- 
mener 6 avec l'un et l'autre en même teins ; mais si on T 
attend l'arrivée des points. a et 5 sans distinction d'ordre. 
la possibilité de l'obtenir sera différente de celle d'âme* 
mener 6 , G ou le sonnez, puisque la preniiçrQ condition. . 
sera également remplie par la chance 3, 5. et la chance. 
5., a , tandis que G , G ne ^e trouve qu'une seule, foie parmi . 
les 36 çombinaispns également possjbJes_<ie£face6 de ces. 
dés. Ainsi , suivant la définition ô^onnée ci- dessus., 1$ 
probabilité d'arnener, les points 5, et, 3, sans distinction 
d'ordre est -fe ou ^ , et celle d'amener 6,6 ou du son** 
nez , est seulement j*. 

Si l'événement désiré était , non pas l'arrivée des points* 
considérés chacun à part, mais celle du nppibre marqué 
par. ces points pris colleçtiyeipent, on trouverait des 
possibilités très-diyerses. Par exemple, le nombre a ne 
pourrait s'obtenir mie d'une qeule manière , savoir A 
par la chance 1 , 1 ; le nombre 7 1 au contraire , résuK 
ferait de six chances ^ différente^ , sa^roi* : 

M &l 6 1 |a 5 | 5 a | 3 4 I 4 5 |i 
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et suivant ces conditions , la probabilité d'obtenir- 1» 
nombre a ', serait seulement ^ , tandis que celle d'ob-* 
tenir le nombre 7 ^ serait j% ou £. 

8, La définitition de la probabilité mathématique,^ 
donnée dans le n° 6 et les exemples précédons , font 

• bien voir quelle sera toujours exprimée par une fraction 
proprement dite , ou moindre que l'unité dont elle ap*~ 
prochera d'autant plus que le nombre des chances favo- 
rables à l'événement que F on considère , sera pluj con~ 
sidérable par rapport au nombre total des chances pos~. 
sibles; mais elle ne pourrait se changer dans l'unité, que. 
s*il n'existait aucune chance contraire à cet événement K 
ce qui en rendrait la production certaine ; ensorte que 
Yunité est le symbole de la certitude. 

Il est à propos de remarquer aussi que chaque eW-. 
nement incertain donne lieu à deux probabilités co/i- 
traires t savoir , celle que cet événement arrivera , e( 
celle quil n arrivera pas ; et que la somme de. ces deux 
probabilités est toujours égale à ïunité. Lorsqu'il s'agit K 
par exemple,, d'amener le nombre 7 avec a dés , puisque 
sur les 56 chances qu'ils offrent , il n'y en a que 6 qui 
donnent le nombre 7, il y en a 3o qui ne le donnent pas : 
la probabilité d'obtenir le nombre 7 est donc ^ ou £ > 
la probabilité contraire §§ ou | ; et \ -f* f = 1. 

9. Après avoir exposé comment la notion de pro-r. 
habilité s'établit dans notre esprit , et comment elle peut 
dans certains cas être susceptible de mesure , il ne sera 
peut-être pas hors de propos de passer en revue les di- 
verses acceptions qui ont été données au mot probçble, 
dont est dérivé, celui de. probabilité. La racine est dans 

, Je mot probabilis^ lequel , d'après l'analogie de sa for- 
mation, doit signifier ce qui peut se prouver (*). Cicéron, 
g dit : a Le probable est ce qui arrive le plus souvent;, 

m 1 ■» ! i. 1 ■ ■ ■ ■ 1 m n ■ ■■■ 1 »i ■ m 1 ■■— ^— — 1 1 ' ■ ■ 

(*) Probabilis qui probari et eredi potett. ( Facciolati Lexic. ) 
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y ou ce qui est établi dans l'opinion , ou enfin ce qui 
V> a en soi quelque similitude avec Tune ou l'autre de 
r> ces choses, que ce soit d'ailleurs vrai ou faux, n'im* 
» porte, » définition qui né parait pas très-lumineuse(*). 

« Le probable , suivant Aristote , est une proposition; 
» qui paraît vraïë soit à tout le monde , soit au plus 
fc grand nombre , soit à tous les sages , oti à la plupart 
» d'entr eux , ou aux plus célèbres (**). r> On voit 
bien la le fondement de cette ridicule théorie du pro~ 
babilisme , suivant laquelle les théologiens Jésuites affir^ 
maient que l'approbation donnée par un docteur grave 
à une proposition quelconque , suffisait pour la rendre 
probable , théorie dont Pascal a relevé si plaisamment 
l'absurdité \OEuvres, tom. I, p. 78). 

Aucun des passages que je viens de citer ne contient 
le vrai sens que donnent maintenant au mot probable 
les écrivains qui s'expriment avec exactitude. Le pro- 
bable n'est point ce qui peut actuellement se démon- 
trer, mais ce qui doit arriver dans le plus grand nombre 
des cas, ce qui résulte du plus grand nombre des chances, 
ce qu'on peut affirmer par plus de raisons qu'il n'y en 
a pour le nier, enfin ce dont la probabilité mathéma- 
tique surpasse £> 

Un événement ou une proposition petit être plus ou 
moins probable qu'une autre; mais' un événement ou 
une proposition peu probable , est à peu près l'opposé de 

(*) Probabile est ià, quod ferè fieri solet , aut quod in 
cpinione positum est , aut quod habet in se ad hœc quandant 
similitudinem , site id fàlsum est, sive verum* (Cicero, do 
Inventioae > lib. I , cap. ag. ) 

( ** ) Probabile Afistoteli est proposiiio quœ omnibus , aut 
plerisque , aut sapienlioribus , iisque vel omnibus , vel plçris- 
que , vel eeleberrimis » vera videtur. (Chauvini Lezicon philo- 
sophicum. ) 
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probable, cafc on entend alors qu'il y a moins de riiotife 
: de crtfire cjuë l'événement arrivera ou que la propo- 
sition est vraie, ijufc dé croire le contraire, et que la 
probabilité mathématique eét bëâûcoùj) moindre que £. 
ld. Il suit de totft ce qui précède , que le iriot probar 
bilité est bien mal appliqué , quand oh le donne à ces 
perçus vagues et souvent contradictoires qui s'offrent 
ibn feule lorsqu'on tt'ehYttagë qiîë superficiellement uh 
sujet. Cibéron aftirmè û qu v iî nf à rien qu'on ne puisse 
>î tendre probable dans le âiscbûirs (*) fl ; mais ce pres- 
tige de i'ëloqûéhcé ne peut s'opérer qii'èn présentant des 
^numérations incomplètes , en dissimulant avec art une 
partie du suj«t. C'est aussi comme cela que pair la préoc* 
cupation , par l'inâtfehce du désir sur le raisonnement , 
On se trompe soi-même , eh ne considérant un sujet qu9 
àous, un seul des points de vue qu'il peut ofirir ^ ejf 
fixant son attention avec opiniâtreté sur une seule con- 
§ équënce. L^ imagination se monté alors •, et l'on en vienf 
à. regarder comme très-probables , même comme cer^ 
tains , des faits reconnus manifestement faux pat tous 
éëux qui lès ont soumis à l'exanien dans le calme de 1^ 
raison. L'êritraîhëment qui nous fait adopter une opinion 
n'est pas toujours sa probabilité. Dès qu'il n'y a point 
de discussion complète , de développement des cas favo- 
rables et des cas contraires , îl n'y a . point , à propre», 
lïient parler, d'estimation de probabilité; il y a croyance 
aveugle, illusion, emportement. C'est l'habitude de céder 
à cet èhtràmemënt qui produit dans un si grand nombre 
d'esprits une vacillation Continuelle * une fluctuation 
d'idées qui les rend le jouet de toutes leà sdttisêg et 1*9- 
«xagératiom que la mode ou l'intérêt >enfèrite'ht êbaÇite 
jour. 

(*) JYikil est tant ihcredibite , quod non dicenâojiat proba- 
lile. (Cicero, Pnefat. paradox.) 
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11 est ttai qtie lés habitudes de l'esprit et les disposi- 
tions de l'individu affaiblissent certaines impressions et 
ten exaltent d'autres ; lîiais c'est à prévenir cet effet que 
tend le calcul des probabilités ou là discussion raisonnée 
qui en tient lieu. Comtne le dit Condorcet, « il n'y a 
h personne qui nait observé sur lui-Tnême qu'il a chan- 
$ gé d'opinion sur certains objets , suivant l'âge , les 
K) circonstances > les évéiiemens } sans pouvoir dire ce- 
y> pendant que ce changement ait été fondé sur de nou- 
)> veaux motifs 3 sans pouvoir y assigner d'autre cause 
*> que l'impression plus où moins forte des mêmes ob- 
» jets. Or , si au lieu de Juger par cette impression 
h qui multiplie où exagère une partie des objets , tau- 
v dis qu'elle atténue ou empêche de voir les antres , 
» on pouvait les compter ou les évaluer par le calcul , 
î» notre raison cesserait ffêtte f esclave de n'ois nnpres- 
h sidns. fi {Êssài sur TàppHcdiiôn de ÏÀhalyse à là 
probabilité de* décisions , etc. Discours prëHiàrtiafre > 

page clxxxv. ) 

xi. Cfe vœu qui n*e pôuVàft Être i^ctè déliri d'un âmî 
de Vhumamté, est hiàTheuréuséinérit fort loto de st>A 
accomplissement. Jusqu'ici îon nâ résolu qu'un bien 
petit nombre de questions vraiment intéressantes par 
rapport à la conduite de la société ou des particuliers, 
et l'on a pu âbttëer du calcul dans cette partie des Ma- 
thématiques appliquées , cointne dans toutes Pés autres, 
faute de connaître les principes fondamentaux dont il 
faudrait partir, on devoir des faits en assez grand 
nombre et suffisanitottlt constatés ; îttfcfe l'examen scru- 
puleux qui sera {ait dans là suite de cet ouvragé , dli 
diverses applications du calcul , montrera qu'il serait 
encore 1 permis de céncévtiï quelqu'espérance de pro- 
grès Ultérieur* , si fe nïnWtttde d'ôbsfcmtfons aux- 
quelles l'organisation sociale pourrait donner lieu, jïè 
se perdait par là négligence des spectateurs , où n était 
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condamnée à l'oubli par l'amour *- propre des homme* 
«n place , dans la vue de cacher leurs fautes ou d'obscur- 
cir le mérite de leurs prédécesseurs. En effet uue cir> 
constance bien digne d'attention, et sur laquelle nous 
aurons occasion de revenir , c'est que l'es faits qui pa- 
raissent les plus accidentels quand ils sont considérés 
un à un, manifestent un ordre lorsqu'on peut en ob-* 
server un grand nombre de simultanés ou de consécu- 
tifs ; et le calcul fait voir comment, sans connaître la 
, nature de leurs causes ni le nombre des combinaisons 
qui les produisent ouïes contrarient, on peut assigner 
des limites à leurs possibilités respectives , et par con- 
séquent spéculer alors sur l'avenir conformément aux 
règles de la prudence (*). 

Cette théorie assez récente., qui soumet au calcul des 
.probabilités les questions dans lesquelles le nombre 
total des chances et ses rapports avec le nombre .des 
chances de chaque espèce , sont illimités . ou inassi-* 
gnables , sera exposée dans la seconde section de ce. 
Traité ; la première ne comprenant que des questions 
où ces rapports peuvent se déterminer à priori. 

(*) Lorsque ces secours nous manquent, ce serait encore mettre 
à profit les sages réflexions de Condorcet , que de consigner dans 
des notes exactes les impressions que nous recevons dés objets ou 
des lectures qui nous frappent , les principes que nous adoptons en 
conséquence de ces impressions, et les motifs sur lesquels ils sont 
appuyés , afin de pouvoir remonter , quand nous le voudrons , à 
l'origine de nos jugemens , en nous reportant; aux époques oit noua 
les avons formés, et en nous remettant sons les yeux les bases que 
nous leur avons données. Par de fréquentes revues de ce genre on 
rendrait , ce me semble , ses déterminations plus constantes , ses 
çhangemens d'opinions mieux motivés; et peut-être parviendrait-on, 
a séparer entièrement ce qui est dû aux forces variables des impres- 
sions , de, ce qui constitue la vérité des choses, qu'on doit toujours 
.chercher; car « il ne faut pas recevoir .les opinions de nos pèreç 
p comme des enfans , par la seule raison que nos pères les ont eues. » 
(Pensées de Marc-Aurèle, traduction de Joly,chap. 19 , § 29. } 
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r 
* ' \ 

Détermination de la probabilité, lorsque lt( 
riômbre des chances de chaque -espèce *oii 
ù, rapport de ces nombres est àssigtiûtile. et 
pje&t>se. déduire, a priori de l énonce de 'là 
question» 



> ) 



îa.vJN a va dans le n?.^ que la pro^atyl^d'un 
événement avait pour mesure la fraction formée en 'di- 
visant le nombre de chances favorables à cet événè^ 
ment, par le nombre total c^s chances ; en avant soin 
dTailIeuw de^n^mplpyj^.ppur cette évaluation f 'qui 
des chances également possibles.; Si;dpnc on désigné 




et la probabilité contraire, par. 



•_ ~* 



» - ■ ■"- m 
ou i — »• - — : — ; 



.io 1 *?' '• . , 

ensorte que si on représente par e la première de ces 
probabilités, la seconde sera i— e^ • " r 

Ayant, par exemple , un jeu compose de 3s cartes , 
parmi lesquelles il 7 a ia figures, la probabilité qu'en 
tirant au hasard une carte àë\ée jeu ,- onaura une figure, 
sera |~ ou | , et la probabilité contraire f| ou |. 
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Dans cette question on ne considère que deux sorte* 
de chances, celles qui. amènent une figure , et celles qui 
amèfcnt «une carte d'une autre espèce j il n'y a pat 
conséquent que deux sortes d'événemens , dont l'une ne 
péutavoir lieu qu'à l'exclusion de l'autre : mais sr on 
distinguait la cpuleur des figures en considérant à part 
la possibilité de prendre une figure en cœur, en carreau, 
en pique où en trèfle, on aurait 5 événemèns possibles. 
La probabilité d'avoir une figure dans une couleur , 
étant -fey puisqu'il y en a 3 dans chaque couleur, le détail 
de tous les événemèns possibles donnerait les probabilités 

f: pour une figure en oafeur-, 
^ ••;.;'<•;./• «'. : en carreau j 
^ . i ...;......;. en pique , 

^ . . . ; . , en trèfle j 

|f pour ne pas tomber sur une figuré , fractions dont la 
somme compose l'unité. 

? 

* * • ,r * » ,, 

n en sera de même quelque multipliées que soient 
les diverses sortes d'événemens possibles. Une urne com- 
prenant un nombre m de boules blanches , n de rouges, 
p de bleues, </ de vertes ? r de jaunes, £ de noires, et 
de laquelle il faut tirer une boule au hasard , offre six 
sortes de chances composant un nombre total , 

m + n + p + q + r + ssB T , 
et donnant les probabilités 

= d'obtenir line boule blandbe i 

t * * Y 

t tz$ • * • • <.* • * • une boule rouge t / 



« 



et ainsHies 4 autres. La somme de toutes ces probabi- 
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lités Mt 

m + n + p + ç-f-r + s T 

T ~- t -i. 

Je ferai observer ici que toutes les questions de pro- 
babilité auxquelles s'applique le calcul , peuvent être 
représentées par un tirage à faire dans une ou plusieurs 
urnes contenant diverses sortes de boules , ou par des 
dés ayant un nombre quelconque de faces marquées 
diversement. Pour concevoir le jet de pareils dés , il 
faut les supposer d'une forme prismatique très-allongée, 
bu terminés par des pyramides , afin qu'ils ne puissent 
rester que sur les faces parallélogrammes. 

i3. Dans les exemples ci dessus nous n'avons consi- 
déré que la probabilité absolue de chaque sorte d'évé- 
nemens ; mais il y a des questions qui mènent à ne 
considérer une probabilité que relativement à d'autres. 

Si , par exemple , 'dans le jet de deux dés on voulait 
comparer la probabilité d'amener le point 7 plutôt que 
le point 4 > on verrait dans le n° 7, qu'il y a 6 chances 
différentes qui peuvent former le premier point j et qu'il 
n'y en a que 3 pour former le second : les proba- 
bilités absolues sont donc -^ pour le point 7 , ^ pou* 
4* et îb P our * es autres points.Si donc deux personnes ' 
jouaient ensemble sous la condition , pour l'une , d'à- - 
mener le point 7, et pour l'autre le point 4 > en regar- 
dant comme nuls tous les autres coups, la première 
ayant 6 chances pour elle , tandis que la seconde n'en 
aurait que 3, les probabilités seraient 

- pour le gain de la i™, - pour celui de la a ; 
9 9 

ce qui s'obtiendrait également en divisant la probabi- > 



. 1 
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lité absolue du point 7 et celle du point 4 > par la somma* 
de ces deux probabilité* ; -car il viendrait 

£ iL 

36 6 , 36 3 ! 

• 5T*? ^F "T" *"*" 



36 ^ 36 36 ^ 36 

On trouvera dé même , que dans l'exemple dé l'urne 
contenant des boules de six couleurs différentes (ia) , 
la probabilité de tirer une boule blanche plutôt qu'une 
Houle rouge, est 1 

m 

T m 

m n m -f- n 

et* là' probabilité contraire , cest-àKfor oeUe* de tket- 

tûte Houle rbugé plutôt qù'uWborde blanche, - ■■ . ' i. 

wi + n 

Dans la détermination de la probabilité relative, on 
fait abstraction de toutes le» chances étrangères a«x* 
deux éyénemens que l'on considère* comme s'ils devaient 
se.uk avoir lieu, puisque tous les autres sont nuls par 
rapport aux conditions qu'on s'est imposées ; et de 1& 
résulte, comme on l'a vu par les exemples ci-dessus ,. 
que la probabilité relative s' obtient en divisant la pro- 
babilité abs0lue de F événement donU il s'agit , par la 
sontme des probabilités- absolue*, des deux événemens 
que ton compare* 

14. H faut remarquer aussi qu'une probabilité j>eut 
s'obtenir en prenant la somme de plusieurs autres ; et cela 
arrivée ldfstjtié de plusieurs oiassear de ebânCes ont n?en 
forme plus qu'une seule , en cessant d'avoir égard aux 
ci ifeb B Étan cfl quUefr distinguent: ^ ,p*, exemple,, o^ 
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jouait avec deux dés sous la condition d'amener indis- 
itinotementsoit 7, soit<8, on- verrait par le tableau de la 
-page- } 1 , qu'il y a ^manières d'amener le point 7, 

5 d'amener le point 8 ; la probabilité d'amener l'un 
-ou/ loutre serait donc 

6 5 x _n 

*ce.qtil est d'ailleurs, évident , puisque j^<&nd*tipnprQ~ 
. posée, embrasse -, 1 l chance* fl«r les 3& .que le ,jet peut 
«amener. ■ 

i5. Souvent l'événement ..attendu , se- compose ,4* 
«concours de plusieurs, antres qui ont chacun leur pro- 
babilité, propre , etideaquellea.il jaut déduire pelle, du 
premier. Si, pat exemple, Iw^'ils'agjtifJe^rerdun 
jjeuxle^a; cartes , uHeuBgure (d'une. pquI eur >donnée ,. on 
^partage-d'abord ce Jeu en^pwpvefci *:do»t chacun ne cou- 
ajena&iqne : Jes-8 cartea d'une m£me coujeur , mêlées 
d'ailleurs d'une manière quelconque , la carte désignée 
pouvant être indifféremment ul^ûâ l'un, quelconque des 
4 paquets , la probabilité de mettre la main sur le pa- 
. quet j qui .la renferjne^ jast ~ ;. , mais > comme, ce : paquet 
contient 8 cartes , sur lesquelles il y en a % qui rem- 
plissent la condition demandée, la probabilité de mettre 
la main sur Tune de ces cartes , lorsqu'on en prend une 
dans le paquet ou elle^etrouye % çst $. ^insi pour arri- 
ver à la carte demandée , il faut le concours de deux 
* ^véiteinenâdont lesçrobamlifé&par^ ?«t f . 

•■ La probabilité de.ce concours: estje .produit dea deux pr é- 
. çédentes ; car* puisque, les. paquets ,eont> égaux > et qu'un 
..seul . contient Ja carte,- désignée , il t ne faut chercher 
les ^«nçea.qui Jalonnent que; dans le ^ du nombre 
-• total des ochances, et comme des 81 chanc^jeijferm^es 
.dans ee ^-SLsQuleaent remplissait ^qç nation d** 
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mandée , il faudra donc prendre les f de j pour obtenir 
le rapport du nombre des chances favorables , au nombre 
total des chances , ou la probabilité cherchée qui sera 

Z-^ h — 7*' 

16. L'exemple ci-dessus peut être représenté parle 
jet simultané de deux dés ; le premier ayant 4 ^ aces > 
3 marquée A, les 3 autres blanches, et le second 
ayant 8 faces , 3 marquées B , les 5 autres blanches : 
le concours des lettres A et B y sera précisément semblable 
i celui des événemens indiqués dans le n° précédent. 
Mais en raisonnant comme dans le n° 7, on voit que 
Tune quelconque des faces du premier dé pouvant se 
présenter avec toutes celles du second , le nombre total 
des chances sera 4X 8 = 3q , et sur ce nombre 3 seule- 
ment, formées par la combinaison de la face A du pre- 
mier dé avec les 3 faces B du second, rempliront la 
condition demandée ; la probabilité cherchée sera donc 
^=3.$, comme on Fa trouvé d'une autre manière. 

m ' ' * 

17. En général soit ,■ ■ la probabilité d'un éyé- 

m-fc n 

Bernent, — f — celle d'un autre; la probabilité de leur 

P + 9 r 

concours sera 



m 



X 



P = ™P 



m + n p + q ( m + n) (p-f-^)' 

/car le genre de hasard proposé peut être assimilé au 
jet dé deux dés , dont le premier aurait m faces mar- 
quées A , et n faces blanches , le second p faces mar- 
quées B et g faces blanches. Alors le nombre total 
/des chances possibles serait (m-fit)(p«+-^); mais 
sur ce nombre , il n'y aurait que les mp combinaisons 
des faces marquées A avec les faces marquées M qui 
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produiraient l'événement demandé ; ainsi la probabilité 
{lu concours des événement A et B serait 



ff»p fl> 



X 



(m + n)(p + q) m+n p + ? 

On étendrait sans peine ces considérations au con- 
cours de trois événemens A , B, C, dont les probabi- 
lités particulières seraient 



m 



P r 

' \H ) y I . ' ■' ' ■ '» 



m -f- n ' p. -f q. r + j 
On trouverait pour la probabilité de ce concours 

« 7 

m v r ** x p ' ^ y * 

(/ra + flOCp+çXM-*) 7nrtr.11 p + 9 r + $ ' 

et ainsi de suite, quel que fut le nombre des événemens. 

En désignant sous la dénomination de probabilité 
simple, celle de chaque événement pris en particulier, 
et de probabilité composée, celle de leur concours, 
on peut donc poser généralement ce principe : que la 
probabilité composée s obtient er\ faisant le produit. des 
probabilités simples. 

18. La considération des probabilités composées , 
dispensant de fortuer le développement de toutes les 
combinaisons possibles , abrège quelquefois les calculs : 
en voici un exemple assez simple t Supposons qu'on ait 
assemblé dans un paquet les i<5 cartes d'une même 
couleur qui se trouvent dans un jeu complet de 5a 
cartes, et <ju on demande la probabilité que les deux 
premières cartes du paquet soient un as et un deux; la 
probabilité que Vas soit à la première place est -^ , 
puisque cette carte pourrait occuper l'une quelconque 
des i 3 places du paquet ; cette carte ôtée, il en reste 



c 
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ia; ainsi U probabilité que le deux se. trouvera, la 
première carte de ces là, sera 77 : la probabilité du 
concoor*~de ces deux événexnens sera donc 

* ■ 1 , 

Pour résoudre cette question eri rémorftànf à réJau-» 
mération de toutes les r chances possibles, il faut 
d'abord chercher le nombre des arrangemens dont 
peuvent être susceptibles iT cartes, et qui, d'après 
la formule des permutations <|onnée dans les Elétyens 
d algèbre , est le produit 1.2. 3. . . .ii.ia.i3. On 
observera ensuite que lorsque deux des' i3 cartes du 
paquet ont une place déterminée, il, en v reste 11 
* 8HP .l'on peut arranger, entr'elles de toutes les ma-, 
nière* possibles f c'est - à - dire de 1 . a . 3 . .. . % . 1 1 ma- 
mère? ;. cé r sont là les chances' qui produisent l'événement 
\5bsfré, i çlont *la probabilité' sera : 'gar conséquent 

' i ( .a.5. . ..ii 
r.a.o. . . .11. îa. 10 

c M'su^riô^nt' ïes fâctëuré 1 .a. 3. . . . u, cominite au, 
» fcuntéjfttfeûr- et àu r déflomiîiateur ; il viendra seulement 



1 






ia.,i3 i56 '• 

ainsi qu on 1 a trouve ci-dessus. ' 

19. X>a question suivante montrera imeux encore 
«'facilité que la considération VleS prooSBilîtés cbrii- 
'posées procure pour résoudre ' \eà problèmes , l et don- 
nera lieu, a quelques remarqitei utiles. 

y èoieni deux' upies darùtfùne'd&tjuhlles'fry ait 
boules blanches et 1 noire, et do/w Vautre 4 Soûles 
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blanches et 1 noire; on demande la probabilité d'ame- 
ner une boule blanche t en prenant au hasard dans 
■f une* quelconque de ces* urnes ? La probabilité qu'on 
-mettra la main dans la première urne étant j , et la 
probabilité r qu'il sortira; une boule blanche de cette 
urne étant § , la. probabilité du concours de ce» deux; 
éyénemens est donc i * | ou £. 
r Ojra de memcpour le tirage >dç »la seconde urne , 

i .4 4 



-a 5 10 



tWïeuipro&kïité's î WVfe; ré^ôn«mïà «èutf par- 
ties distinctes d\m'mêmè'^êxieniêht/ttclVëntVajoUt!br 
.. peur former la probabilité totale 

L% probabilité de tirer une boule noire se calcule 

de même. On trouve, pour la, première urne \ .,\ % 

tpôur la seconde ~ * £, et la somme, i + 70 = tt* ^ 

. l'ajoutant à^, il vient l'unité , ainsi que cela doit 

: être / puisqu'il s'agit de deux événemens dont l'un oy\ 

l'autre r arrive nécessairement. 

On éprouvera peut-être quelque difficulté- à conce* 

- yefo nettement ce que Vonfak quand on ajoute, comme 

- ci-dessus, des probabilités tirées d'épreuves différentes* 
Pour Véclaircir, je vais résoudre la même question, en 

considérant les deux tirages conjointement > et je pré- 
- ; viendrai d'abord une erreur dans laquelle il paraît 
facile de tomber. Au premier coup d'oeil, on pourrait 
penser que puisque les deux- tirages s!opèrentsur la to- 
talité des boules contenues dans les deux urnes , et dont 



/ 
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le nombre est 8 , sur lesquelles il s'en trouve 6 blanches, 
la probabilité d'en obtenir une de cette couleur est f 
ou J, fraction qui surpasse 7*. 

L'erreur que l'on commettrait vient de ce que pour 
mettre en commun les boules de la première urne 
avec celles de la seconde , il faut que le nombre en 
'soit le même dans Tune et dans l'autre , afin que toutes 
les chances soient également possibles , ce qui n'aurait 
pas lieu sans cela. En effet, dans le tirage à effectuer 
sur la première urne, les 3 boules qu'elle renferme 

** prises toutes ensemble comptent pour autant que les 5 
qui sont contenues dans la seconde urne ; mais si on 
réunit les unes avec les autres, les dernières étant plus 
nombreuses peuvent se présenter plus souvent à la main 
et acquièrent par conséquent une plus grande possibi- 
lité de sortir. Cette inégalité disparaît lorsqu*on réduit 
les probabilités au même dénominateur, ce qui d'ailleurs 
n'en altère point I49 valeurs reapectiyes. En procédant 
ainsi , on change les fractions § et £ en t§ et -j-£ : alors la 
première urne est censée contenir 10 boules blanches et 
S noires , la seconde , la boules blanches et 3 rioà-es , 
les probabilités respectives sont les mêmes qti'aupa'rà- 
vant , et le nombre total des boules est devenu le même 
dans chaque urne ; considérant donc ces boules comme 

'réunies dans une seule urne , au nombre de 3o dont- 22 
blanches , on a pour le tirage de l\me de celles-cir la 

"" probabilité ff ou 75». 

On s'assurera en général de l'identité des résultats, 

' obtenus par l'un et l'autre de ces deux procédés , en 
supposant des urnes en nombre a , contenant chacune 
m boules blanches et n noires . et des urnes en nombre 
b , contenant p boules blanches et q boules noires. Par 
le premier procédé, on aura pour la probabilité àa^ 
tirage d'une boule blanche , ' 
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* a m b r p am(pr+-q)'±J>p(m+n) , 

a+B ' m+n a+b p+q "~~ (a+6)(i»-f-i»)(p-f q) 

ams-\-bpr 

ers * 

en faisant pour abréger 

• ♦ 

Si l'on réduit au même dénominateur les fractions 

*r > '- , il viendra — , 4— f et 1 on pourra remplacer 
r. * rs rs r r 

toutes les urnes par une seule contenant ers boules sur 

lesquelles il y en a ams -+• bpr qui sont blanches, 

d'où résultera la probabilité trouvée ci -dessus, bien 

différente de la Traction . . ■ form ée en divi- 

ar -+- bs 

sant le nombre actuel des boules blanches par le 

nombre total et actuel des boules. Cet exemple fait voir 

combien il est aisé de se tromper dans la recherche dés 

probabilités -, et il s'en présentera encore d'autres du 

même genre dans la suite. 

.Détermination des Probabilités fans les épreuves 

répétées des mêmes hasards. 

ao. J'entends ici par épreuves répétées , les jets suc- 

■ cessifs d'un même nombre de dés semblables, ou les 

tirages de numéros pris dans une urne, et remis chaque 

fois , afin de conserver toujours le même rapport entre le 

nombre de chances de chaque espèce. 

Ge genre de probabilités se détermine d'abord par 
la considération des probabilités composées. Se pro- 
poser , par exemple , d'amener deux fois de suite le 
- point 6, en jetant deux fois le même dé, c'est de- 
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mander le concours v de deux« événemens dont la pro-* 
habilité simple* *ett% ; on \attr* donc pour 1» prbbafri- 
lité cherchée (17) J X 1 3= jç ; oa trouvera de même 
que la probabilité de ne £as amener du tout le point 6 
est | X | = ff. La somme de ces. deux probabilité* 
n'est pas 1, parce qu'outre les deux événçniens que 
nous venons ^indiquer , fty* encore celui de» Rame- 
ner 6 qu'au premier jet, ou de ne l'amener qu'au secopd : 
la probabilité du premier événement est £ • 5 = ' 53 , 
-«eHë du second \ § * i **= & ;- et la réroitm des, quitta 
probabilités qu'on vient de, trouver, donne 

1 5 ,5 ,25 36 



Au. lieu . de- calculer, ainsi x . l'une après Pautre, les, 
^probabilités, des; divers événement qui résultent des jeta 
successifs du même dé , on peut les obtenir toutes à î^ 
.fpis dans une même formule. Il suffit. pour, cela de 
considérer que si dans une épreuve il yaro chances qur 
produisent Pévénement A , n chances qui produisent 
l'événement B \ ,sur le nombre (m + ») (m + n> 
= (m+à}* qui embrasse tous les àrrangemens- pos- 
sibles des chances dans les deux épreuves, il yen aura m* 
qui produiront la succession A A , tnn la succession* 
AB , nrxi la succession* BA et *n* la succession 2 BB 
(17) ; ensorte que les probabilité? pour obtenir lea été-*, 
pemens composas comme il suit , 

AA, *». ** A > B ?> 

^wit^spectàrcraent 
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Si l'onze' distinguait pasTor<fre-des événemeiw simples, 
on regarderait comme ne formant qu'un seul événement 
composé) les. arrangement ^2? et BA\ alors via pro- 
babilité d'obtenir .l'un ou l'autre serait "- r— ^;î 

CB#orteq^iln yauraitplu^qu^teoiôjévéaeniens cottpmtét 

< 

-^-^, .^2?.,, A5.> 

agftnt le» probabilité^ 

m* smn n* 



■ >» i ■ U i ■ n 



(m + Tr)»' (ni 4*71}* > (m 4. /» )• * 

d©â*B lé&> numérateur socrt léè ttttfcé*» du déVetopp*» 
tfè&t d#]&s«cozmVpufosanfee'daMnfeft'fe 7114-71, et 
dont la somme esF égale' à l*ttaifé\ 

On trouve d'une manière semblabla les diverses ,gror 
Babilités pour un* nombre quelconque r d'épreuves , dand 
le développement de • r 

(/»+»y = mP+eniP^'/i+^â^Tn^-»/!» ; 

A • « • w • • •• • • • • Qk; 

Le premier term^)»P »(^u^rJer nombre de chances 
qui sur un nombre /MK^ptiMiffea*, danxmit p fois l'évé- 
Bernent*^/; 

Le second terme - m*"- 1 » , le nombre de chances qui 

âbiffiént p— 1 fois Y&rét&itïtht A tt utie^fbh réTéne- 
iHfent-ff , dans qtièl^'brtfte^e ceasoit: 

,1 • 3 • O • • • •Ci 



> 
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nement A et q fois 1 événement B , sans distinctîott 

d'ordre. 

" Si on voulait établir une succession déterminée, ilfâu-^ 

drait supprimer le coefficient et ne prendre que mT^n^i 

En divisant donc chacun de ces termes par le nombre 
total des chances qui est ( m -f- n y , on aura, les pro-* 
habilités de chacune des successions d'événemena 
simples auxquelles ils se 'rapportent. 

521. Pour vérifier directement ces énoncés , il n'y «t 
qu'à désigner' par 

m' et n, m* et n", m* et,n m j etc. 

le nombre ,des, chances qui amènent les événement A 
et B à Ja première , à la deuxième , à la troisième , etc. 
épreuve, et développer les produits, 

(ro'+/i') (m"+n*) t (m'+n f ) (m'+n?) (ro'+O , etc. 

On a pour le premier 

m m> *t~ tu n 

pour le second 

♦ 

' f il Ut I f U IÊ 

mm m -f- m ot /i 
* » *4"» m it m • «^ liiA n 

-f- rim*m m -f" n?*nn m 

nn m -f* mt n t 
etc. 

. D'après ce qui a été dit dans le n° 17, un terme, 
quelconque de ces produits exprimera le nombre de 
chances .-qui donnent l'événement composa des évé- 
Hemens simples A et B, répétés , le premier autant de 
fois que la lettre m entre dans ce terme, et le se- 
cond autant de fois qu'y entré la lettre n , lès acceni 
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marquant (Tailleurs Tordre des épreuves. Par exemple, 
les termes 



m'n'm" [ 



f AAB 

répondent an* successions \ ABA 

BAA 



Si maintenant Ton pose m' ^m" z=zm m =m } ce qui 
changera 

1 (m' + n')(m*+h')(m* + n*) en (m + 7i) s , 

les termes indiqués ci-dessus deviendront tous égaux à 
m.'n, nombre qui sera celui des chances relatives à 
chacun des trois événement désignés , tous distincts , 
lorsqu'on fixe Tordre de la succession des événemena 
simples dont ils se composent. 
, Si Ton fait abstraction de cet ordre , tis ne for* 
meront plus qu'un seul événement répondant à la 
somme de toutes kurs chances, c'est-à-dire x Zm*n , 
expression qui ne diffère de m?n que par le coeffi- 
cient que ce produit obtient dans le développement 
de (m + n) 3 , Il est aisé de voir qu'on arriverait aux 
mêmes conclusions pour un nombre quelconque d'é- 
preuves. 
aa. Soit pour abréger 

m n ~ 



5T+ii '* m+n 
le développement 



, »* + E mr " n - + PJErll m '~' n * + «te 

duquel se tirent toutes les probabilités des divers été-* 
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neniens_ composés que. peut offrir un np,rnjDre p d 1 é-» 
preuves (20) , se changera en 

1 J 1 , a -\ 

1.3.3... .9; 

• • * 

formule* dans laquelle un terme pris isolément exprime 
la probabilité d'un événement composé de A répété 
autant d&. fois qfte.le, marqua l'exposante* la lettres , 
et de B répété autant de fois que le marque l'expo- 
sant de> la lettre/; 

Le plus souvent: on ne.filte paa djnafi Jttaoiècse t pr4n 
cise> le* nombre de ripétitrona.dun^œe.éYéoefljjeBdU 
mais* 00 lui assigne- seulement une. limita C'est ainsi 
qu'on peut chercher la prohaMnéjdern'^ampas.iaoij» 
dep~» 1 é^énemens Jtsur. le. nombre n,d'épreuF£s, 
énoncé: qui afknelaussLIe cas.,où ilanjbrerjtiA/? éafév&fr. 
meus A, et auquel satisfont; par» conséquent les, denx 
premiers te1nae9.de la formule ci-dessus,; la. pcohjfc* 
biUté> de ces. éVénemens sera dcttaindiqpé&par 

somme des deux premiers termes. 
De même la somme des trois premiers 

1 •* 1 . a J 

indiquera la probabilité de ne pas avoir moins de »— »* 

farépemenaA, etplmt de a éyjéneTnenà >ff. '' " . 

JEt en général & somme des termes de* la formule, 

depuis le premier jusqu'à celui qui est affecté de 



*r*j*» Veft-à-di» 

indiquera la probabilité de n'avoir pas môîns ôe p — q 
-étenemeris #■ «t pltes Se a éVéneîtfens jfr. 

S par efceihple On demande là probabilité cTaniener 
lé point G au nïahft û fois dans quatre 'jets successifs 
diin dé à six^aces , on fera 

î ;. 5 ' 

^ct il viendra pout e«te >pr ofcaflftttte , 



= — *-* entre - et -. 



Si on eût deïnândé . seulement Ramener 6 au moins 
toè f ois, ft aurait fallu prendre là somme des % premier* 
termes du dévetoppenïent de ( è +fy ; ttiaîs cornnïé 
«ï -4-/=2*i , è* que pâ* conséfcpient ( è 4. f)* == i , là 
«omine des 4 prênifètt teYniês est égale à i — f* ; il est 
donc plus court de calculer idfrê'cttenierit îe tërth'è J^ 
pour h (retrancher de l'unité, ce qui. donnera 

5* 6a5, 671 



6+ '•■ 1396 12.96 - * 

» 

pour la probabilité demandée ; et puisqu'elle surpaie £ % 
il en résulte qu'il est probable due le point 6 arrivera 
au moins une fois dans quatre jets (9). 

La probabilité de l'événement contraire estf*s=:-tefe ; 
puisque le terme /*, ne contenant pas la lettre e, in- 

5 
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diqtie là répétition des seuls événement B\ c'est dotx* 
par sa contraire que nous ayons déterminé la probabi- 
lité deinàndée ; et il faut opérer ainsi toutes les fois que 
l'expression de la première est plus simple que celle 
de la seconde* 

a5. On voit encore par l'exemple précédent Com- 
ment la probabilité d'amener le point 6 au moins une 
t'ois, qui n'était que £ à la première épreuve, s'est 
accrue par la répétition des jets du dé. Ce changement 
peut faire naître la question suivante : déterminer le 
nombre dépreuves nécessaire pour qu'un événement 
acquière une probabilité donnée ? Si on demandait 
en combien de jets du même dé on obtiendra la pro*- 
habilité g que le point 6 arrivera au moins une fois , 
ton aurait e = \ , /=•§, q =p — î , et il faudrait détexw 
miner p par la condition que la somme des termes 

fût égale à g , ce qui ne pourrait se faire immédiate- 
ment que par des essais répétés ; mais en prenant la 
probabilité contraire, exprimée par le seul terme j>, et 
qui, dans l'hypothèse proposée, doit être égale à î — g 
on k , on aura l'équation 

fi=tk, d'où plog/=logA )P = j^|; 

i • - n r 

si l'on substitue aux lettres /et k , les fractions -, -, on 

trouvera 

i r 

— ■ t _ \t—\r 

° *"" , n 1*— la* 



DES PROBABILITÉS. 35 

J'appliquerai cette formule au problème qui paraît 
avoir été le premier de ce genre que les géomètres 
aient résolu , c'est celui de trouver le nombre de jets 
de deux dés, dans lequel il y a autant de probable 
lité d'amener deux six ( ou sonnez ) que de ne pas le 
faire. Pour cet exemple, on a 

1 1 35 I2 

ce qui montre que l'événement proposé est moins pro- 
bable que le contraire, quand on n'embrasse que 224 
jets , et plus probable , quand on en prend a5. Cette 
conclusion paraissait fausse au chevalier de Méré qui 
proposa le problème à Pascal , et tourna ses méditations 
sur le calcul des probabilités. Ce chevalier, homme 
d'esprit, mais étranger aux Mathématiques, croyait 
que puisqu'il suffisait de 4 ) ets pour arriver à, une 
probabilité surpassant £ , d'amener le pojbt 6 avec un 
seul dé , qui n'offrait que 6 chances à chaque coup , 
le jet de deux dés en présentant 36 , ou 6 fois 6 , il 
devait suffire de 6 fois 4 0VL *4 j ets * pour obtenir 1* 
même résultat par rapport à l'événement 6,6 ( ou 
sonnez) ; le contraire lui paraissait un grand scandale h 
qui lui faisait dire hautement que les propositions né* 
talent pas constantes, et que F arithmétique se démen- 
tait. (Lettre de Pascal à Fermât, Œuvres de Pascal, 
t. IF, p. 419). 

&4« La considération des divers événemens compo- 
sés qui peuvent arriver dans les épreuves répétées du 
même jeu , mérite toute notre attention , parce qu'elle 
fournit, ainsi que Ta remarqué d'abord Jacques Ber- 
noulli dans la quatrième Partie de YArs conjectandi, et 
ensuite Condorcet dans ses divers écrits sur le Calcul 
des Probabilités, les meilleures bases que l'on puisse 

S.. 
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donner à la. philosophie de ce calcul, pour fondef 
l'utilité de ses applications. 

Les ternies du développement dé ( m+n y indiquant 
les chances favorables à chacun des événemens compo- 
sés qui, dans un nombre p d'épreuves , peuvent résulter 
dea diverses successions d'étfénemens simples A et B 9 
il est facile de déterminer lequel de ces événemens 
composés a le phis de chances en su faveur > et est 
par conséquent le plus probable. Il suffit pour cela de 
chercher quel est de tous tes ternie» du développer- 
aient (m. ■+■»)'* celui dont la valeur est la plus con-* 
ftidérable. Avant de passer à la détermination générale 
de ce terme, je croisa propos d'en donner quelques 
exemples numériques pour ceux des lecteurs à qui l'al- 
gèbre ne serait pas très - familière. 

Premièrement, si Fonfait m = », le plus grand terme 
sera celui qui occupe le' milieu de la formule quand le 
fiotaibi'epestwÉpair; et lorsque ce nombre serapair, il 
y aura deux ternies consécutifs égaux, surpassant tous 
les autres et placés aussi dans le milieu du développe- 
ment, comme on le voit ci-dessous dans les premières 
puissances du binôme m + » , 

( m-f-n) ft = m> 4" a7W71 + n * > 

( m+rç ) 3 = m? -f- 5m*n + 3mn* -f- » 3 , 

Çtn+n Y = m* + 4m s n + 67»*»* -f- 4m/t 3 + »< , 

( m-4-n) 5 = m 6 -f*5m4i + 1 oroV-f- iom a » 3 +5m/rH-ji 5 . 

Les termes 2mn et Gm a n 3 du milieu; de la seconde 
et de la quatrième deviennent respectivement am' et 
6/n 4 , lorsque m = rc , et ce sont 1 es plus considérable» 
parce qu'ils ne diffèrent des autres que par leur coeffi- 
cient qui est le plus grand de tous ceux delà formule^ 
\*es termes 3m 9 » et Zmn* dans la troisième puissance , 
se changeant en 3m 3 , deviennent égaux ; il en arriva 
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Autant, dans la cinquième, aux termes iom*Ji*et iom a n> 
qui se changent en iom & et ont le plus grand coefficient. 

Il résulte de là que si Ton considère un jeu où le 
nombre des chances soit le même en faveur de Tévé^ 
sèment A et de son contraire B , les événemens com- 
posés les plus probables seront 1 fois ^ et i fois B 
dans a épreuves , a fois A et a fois B dans 4 épreuves, 
et ainsi de suite lorsque le nombre des épreuves 
est pair. Quand ce. nombre est impair , il y a dans 
chaque épreuve deux événemens composés dont la 
probabilité est égale et surpasse celle de tous les 
autres , savoir- > ceux d'amener a fois A et 1 fois B 
ou a {bis B et 1 fois A dans 3 épreuves , 3 fois A et 
a fois B ou a fois A et 3 fois B dans 5 épreuves , et 
ainsi de suite. 

Les. probabilités de oes divers. événemens seront 

pour 1 fois A et 1 fois B -^ — c-i — r- =-=--, 
* (m + rn) 2 4 a 

cour afois^e* i fois B \ 3m 3 3 

ou 1 fois A et a* fois B y (m*f-w) 3 8*' 

pour 3 fois uff et a fois Z* V ion* 10 jv 

ou a fois Jf et Sfois B f (m+mf SS ~~ iB 1 * 

, Ces. diverses probabilité» êé ciois^ent à mesure que 
le nombre des épieuvcs . augmente ;, jet cela est tout 
simple, car si chacune est la plus grande de toutes 
celles qui naissent dn nombre d'épreuves dan* elle fait 
'partie, elle ne répond qu'à un seul de» événemens 
•composés qui se multiplient à mesuré que Von embrasse 
mb. plus grand, nombre d'épreuves. 
- Il n'en est pas mn\ pour les probabilité» relaliw_de» 
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divers événemens composés fournis par le même nombre 
d'épreuves. Par exemple , la probabilité d'amener plu- 
tôt i fois JLeX.1 fois B , que ù fois A , étant le quotient 
de la probabilité absolue du premier de ces deux 
événemens composés , par la somme des probabilité* 
de l'un et de l'autre (i3) , on aura 



a a 






La probabilité d'avoir plutôt a fois A et a fois B qae. 
4 fois A de. s,uite , se trpuvera de mêçie égale à 



3 

~§ 6 



16 + 8 

fraction qui surpasse |. On, obtiendrait toujours de^ 
résultats semblables, en poursuivant le calcul, et on 
, f n conclurait la différence de possibilité entre les évé? 
Démens composés de la répétition constante du même 
événement et la, possibilité de l'événement dont I^l 
composition se rapproche le plus du rapport de 
possibilité des événemens simples. Le seul bon sens, 
«uffit sans doute pour mener, à ces conclusions , mais 
il n'en pourrait donner les valeurs précises , de même 
qu'il n'avait pu faire deviner au chevalier, de Méré la 
réponse à la question qu'il s'était proposée > l'emploi du, 
calcul sera donc indispensable toutes lés fois qu'il 
•'agira de déterminer des valeurs résultantes d'opéra- 
tions compliquées ou comprises dans des limites étroites. 
' a5. Les formules générales correspondantes aux te-. 
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marques, du n° précédent, se présentent d'e&ea-mémes , 
puisqu'il ne s'agit que de calculer le terme qui tient; 
\e milieu dans, le développement d'une puissance paire 
du binôme^ ou les deux qui en prennent 1* place, 
quand la puissance est impaire* 
{-'expression du, premier est 






« w» ti 



— — - \» — £ m», 






fougue m=i7i; celle de* autre* «a* 

« • * 

1 , ri ■»■ ■■■ ! ■ ■ ■ i » i » .u , i ' m* it* 



1,73^. ;;^■{LZ2_♦ 



} 



» " 



^H-l)...ÇE±l*fiI^ 



i. a, .....£-— 



<» » « 



?oûr en calculer là valëuç , % quand /? est très-grand ; 
il faudrait former des produits, composés d'un nombre, 
considérable de facteur^ ce. qui devient bientôt im* 
praticable , à. moins qu'on ne slçide d'une formule très- 
remarquable découverte par Stirling , ou de celles que 
M. Laplace a données dans les Mémoires dé {Acadé- 
mie des Sciences, années 1781 et 1782, et dans sa Théo- 
rie analytique des Probabilités; on trouvera la. pré-* 
inière dans la note I , à- la- fin du présent» ouvrage* "" 
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• En l'employant au calcul de la probabilité d'obtenir 
Bô fois l'événement A et 5o fois l'événement B sur 100 
épreuves -, on' trouve 6,0795890,. probabilité très-petite 
en elle-même, patffcè qu'il ne s*agit que d'un seul événe- 
ment pris parmi 101; mais si on là comparé à cçlle 
d'amener 100 fois de suite' l'événement Àf x on aura 

0,0706 V. r -\. \ : '/ 1 
'* iptt&t rtepoupy èa- 



a ioo 



l - 4-0.0706 " *" r ™ " ?" X °>°™ S ' 



çe qui ne diffèreipasï-se^iblelnfeHrVIèï'unité, puisque 
le dénominateur deria rprction qu'il' faût'retrancher de 
cette unité, étant dévelpppé -^aurait 3o chiffres. 

Ce résultat montre la différence énorme qu'il y 3 
entre les possibilité* ttgpectftVls "tfe? deux événement 
dont je viens de fajre la comparaison ; mais aussi il 
faut ob^ejryer. que là rpgfrb abilitc ■ d^ttieaefrisanq.iflter-' 
ruption , ' soie révéfl ément A> s oit rov o nomon fr B~> est 
plus petite que celles de tous~lis-4uir£S, événemens com- 
posés ; celles-ci vont en augmentant à mesure qu'on se 
rapproche du ternie mo£en^ • . ( 1 — q )q 

a6. Lorsqu'il n'y a pas Te même nombre de chances^ 
en faveur de chacun dëfc évéheniéns simples A et B , 
Y événement composé le plus probable test encore celufy 
dtins lequel. lenovîirè aef.éyénèmëjis Â'èsXà.celui^é^ 
ffiénêmens. p\ dçns, %* Rapport du nopibxe Vfe chances 
•pfybfàbjes a# prépuer t ' au nombre de chances, favo^ 
râblés au second. 



ii 1.. * 



•^ ) 



WS 3 # r »,=== *. % dj*kpw ^ncçe^iv^ent fl^ 5 , =nq, . 
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s * o ^ j 1080 1080 . 1 ' 

iom 3 n"== 1000 et donnera — =r— = ~ — k, environ =, 

5 5 oiaS 3 

poire la probabilité d'obtenir en 5 épreuves , 5 fois Pé- 

vénement A et 2 fois ]*évënèmenV 2?. Le plus grand 

ternie du développement de (m + ») 10 est 

d'où il résulte 

. atcf.S 6 ;^ ^# , a.*'; 

1 — s^- 1 — =* — Jm e * environ - f , 
y* . 9765825 9 ' 

pour là probabilité- cP amener «n : 10 épreuves, 6 évé 1 * 
nemens A et 4 événemens 2?, nombres qui sont dan» fer 
rapport de 3 à 2. Cette probabilité est moindre que la 
précédente, par fa raison déjà alléguée dans le n°a4; 
mais elle est toujours la plus grande relativement à 
toutes caUe(<{ttis*dé^ujue«i£di3-méi^ 

Les multiples Ôe 5 pouvant seuls se partager en deux 
nombres entiers qui soient entr eux' dans Là: rapport 
de 3 à a, le développement des puissances dont l'expo- 
sant ô>st-pta$ un murtifïlfe de 5,' Àe contiennent pa^de 
termes où les exposans des lettres, m et n soient dans 
ce rapport ' K iaalsLlfisltepm^i qutâpprodbei^ te plu#,<fo 
remplir cette 1 ' condition, sont 'les* plus considérables, 
Çest ce n qu;pn.va : vp>r çaç k. o^étef Juiuajtipn algj^rique^ 
du plus grand terme du développement de (771 -f- i%y . 

* -afs ^ejxsqfté général du développement dê-Ç/ri+Ti )*- 
É tant ' • y ( . < • * 

j a.3~ • " * * ' , w "-■ a \ - '*#?*K 



» . 
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est précédé par 

PQ>-*-0 (P — a) (p — 9 + a) mpt**]*-* 

i.â.3,. ...... ......,.(</ — O 

et suivi par 

P(p — O (P — a) (p — g) wrr ^ n ^l 

i t a-3.. .-(9 + 1) , . ' ' ' 

Pour abréger représentons respectirement ces terme* 
par M % N et N\ et nous aurons 



* 



M p — q + i n M 9"fc_l ™, 
AT- 7 m' iV p — ? » 

mai» si le terme H surpasse 4 ]^ foi? iV et TV' » U «tea-» 
«vivra que 

tfoù Pj=LÎ+i»> I ,l±iÇ> 1 , 

On conclura de là 

pv — qn^n^qm,. qm*\*m>pn>—qnl 

^ ro -+• ra in, •+* "• v 

ç est donc le nombre entier compris entre les/ deux. 

nombre* ci-^sns, dont la différence est - ; j.» • = K 
^ * ni -f- îi 

(•orsque p = r (ro + **)> il vi ent 
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q est donc le nombre entier m, et par conséquent 
p r— q = Ttn» 

De plus, il est aisé de voir qu'à partir de M, tous 
les termes vont continuellement en décroissant > soit 
lorsqu'on rétrograde vers le premier terme m? y on 
qu'on s'avance vers le dernier tjJ\ En effet le rapport 

9 " ■» Ù I 1 71 • 

*- -— — , du terme général comparé à celui qui 

le précède ,' augmente à mesure que q diminue , c'fest- 
à-dire en remontant vers le premier terme , et diminue 
lorsque q augmente, c'est-à-dire en allant vers le dernier 
terme. Si donc on désigne par h le terme qui précède. 
N y et par L celui qui suit 2V% on aura en allant vers 
le premier terme , 

et vers le dernier f 

s < * < w< s • etc - d ' où ** <M »*'<*"» etc - 

Jue terme M, étant le plus considérable du dévelop- 
pement de (n* -J- n)P , et la probabilité relative 4e 
l'événement composé auquel il répond , et de celui 
auquel répond un autre terme K , par exemple, étant 
exprimée p^r 

approchera d'autant plus de l'unité que K sera plus 
petit par rapport à, M, ce qui démontre la remarqua 
faite d^ns le n° o4 , en la généralisa , puisqu ici m 
et n sont supposés quelconques. 
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Oit voit donc par ce . qui précède , que de tous le* 
événemens composés qui peuvent se présenter dans un 
nombre r(m *f- n) d'épreuves , le plus probable com- 
parativement à chacun des autres en particulier , est 
cefui qui répond au ternie officié de nV, dans 
lequel les événemens A et B sont répétés F un rm fois r 
Vautre rn ; c est-à-dire proportionnellement à leur pro« 
habilité particulière. 

48. On a vu aussi que la probabilité a^talne d'un 
événement composé diminue à mesure que le nombre/ 
des épreuves augmente ; mais il y a une probabilit4 
qui va toujours croissant , cest celle que les. nombres, 
qui marquent les répétitions des événemens simples. A 
et B , comparés au nombre des épreuves > ne $écarte-t 
ront pas des probabilités de ces événemens , au-delà 
d^une limite donnée. 

Considérons d'abord pour plus de s implicite , le cas 
où il y a le même nombre de chances en faveur de* 
chacun des événemens simples , et cherchons la jbrohabir 
lité d'en obtenir d'une composition telle , que le nombre 
des A ne surpasse pas les, j du nombre. ff épreuves , et 
ne soit pas moindre que les \ , fractions entre lesquelles 
se trouve comprise \ probabilité particulière des événe- 
mens A et B, et dont elle ne diffère que de ~ en plus 
et en moins. Si nous, ne considérons ~ <f abord que 5 
épreuves , la probabilité de ne pas obtenir plus de S 
et moins de 2 événemens A, se trouvera 'en prenant^ 
dans le développement (e + jf) 5 > k P* 1 ** 6 

1 

10e 3 /* -f îô**/ 3 0*4) > 

en y faisant e ==/== \ > efledonnefà^f s=»f. 

Passons maintenant au cas oi on embrasserait *a 
épreuves , et où il faudrait par conséquent obtenir a*> 
plus 6 et au moins 4 événemens A\ nous prendra» 
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alors dans le développement de (c -t-/") 10 1* partie 
dont on trouvera la valeur égale à -f^^> $ quî revient 



à <*• 



10S4' 

L'accroissement de la probabilité cherchée est encore 
fort petit ; mais il devient plus rapide à mesure qu'on 
augmente le nombre des épreuves. Lorsqu'on en consi- 
dère 100, nombre dont les f = 60 et les g î=£ 4° > on 
doit prendre dans le développement de (e +-/) l0 ° la 
partie qui commence au terme affecté de eP°f*° et finit 
au terme affecté de é^j* : l'opération s'abrège un peu 
lorsqu'on part du terme du milieu rapporté dans le 
n° û5. 

En représentant par C le coefficient de ce terme , 
"par C, celui du terme qui vient après , par C k celui 
du terme qui vient après ce dernier, «tairai des autres , 
on formera l'expression • 

Ce*/* + C |2 *f* + C, g é*f 5 *...-|- C % g e<°f* 

ou l'on voit comment chaque terme se forme du pré- 
cédent , et où il faut observer qu'à cause de e ~f= { , 

Quant aux io termes qui précèdent €&$**> comme 
ils sont les mêmes que ceux qui le suivent , il suffira 
de doubler les derniers pour tenir compte des premiers ; 
et en s'aidant des logarithmes , on trouvera sans peine 
que la somme cherchée est environ-^ , probabilité fort 
approchante de l'unité. 

•Si l'on avait assigné au rapport du nombre des évé 



V. 
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mens A avefc le nombre dés épreuves , des limites plu* 
resserrées , on aurait trouvé une probabilité moindre. 
En n'étendant , par exemple , l'expression précédente 
que depuis le terme affecté de e 5 ^ 5 jusqu'à celui qui 
est affecté de e^ 55 , on aurait pour limites -^ = ?z > 
et 5^ = & dont la différence avec £, est seulement ^ ; 
mais on n'obtiendrait qu'«une probabilité égale à ^h. • 
229. Ces résultats ne pourraient être que pressentis 
par le raisonnement seul ; il faut le secours du cal- 
cul pour en déterminer avec exactitude la valeur, 
et même la nature. A cet égard on doit remarquer que 
l'augmentation de probabilité , à mesure qu'on em- 
brasse un plus grand nombre d'épreuves , n'a lieu que 
pour les limites du rapport de ce nombre avec celui 
des événemensd'ipie -espèce donnée, et non pas pour de» 
différences déterminées dans le dernier de ces nombres,. 

Si l'on cherchait » par exemple , la probabilité de 
n'obtenir qu'un événement A de plus ou de moins que 
la moitié du nombre des épreuves , cette probabilité se. 
composerait de la sommé des termes affectés de 
**f*» &P > «îf 6 dans le développement de (e-+-/) w , 
et pour 1 00 épreuves , de la somme des termes affectés de 
e 51 /^, e 50 / 5 * , e*9/* 1 dans le développement de (e+f) lo ° p 
c'est-à-dire toujours de trois termes : cette somme doit 
donc décroître continuellement (s4)« 

Au contraire , quand il s'est agi des limites f et 3 
dans le rapport du nombre des épreuves à celui des 
événemens A > le nombre des termes composant la pro- 
babilité cherchée a toujours été en croissant : il y en 
avait a pour 5 épreuves , 3 pour 10 et 221 pour 100. , 

3o. Ce qu'on vient de voir sur des exemples partir, 
culiers résulte d'une proposition de la plus haute inir 
portance , démontrée , pour la première fois, par 
.Jacques Bernoulli , et qui s'énonce ainsi : 



t 
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On peut toujours assigner un nombre (F épreuves tel, 
quHl donne une probabilité aussi approchante de la 
certitude qu'on le voudra > que le rapport du nombre 
de répétitions du même événement à celui des épreuves 
ne s'écartera pas de la probabilité simple de cet évé- 
nement , au-delà de limites données , quelque resser- 
rées quon suppose ces limites. 

Je vais prouver cette proposition en suivant, d'assez 
près la marche qu'a tenue Jacques Bernoulli. 

* '^L — k P r °babilité d'un événement A , p le 

nombre des épreuves, qui fournirait £ — événement 

m + n 

de cette espèce, s'ils se répétaient exactement d'après leur 
probabilité simple ; mais supposons que le rapport , an 

«M 

lieu d'être précisément égal à — «-r — . soit seulement 

^ m -f- n 

. ■•• . • i r> • "* "f" i m — I 

compris entre les tractions ■ — et ; — , ensorte 

m -7- n m -f- n 

que sur le nombre p d'épreuves il n'y ait pas plus de 

m «4- 1 . • , ro — 1 , , 

— — — p , ni moins de — p événemens A ; et 

m -f- n m -f- n r ' 

pour que ces derniers nombres soient entiers 9 faisons 
pTzr(m + »). Ils deviendront respectivement rm + r, 

rm — r ; ainsi ; dans le développement de * 

(7» + 7i) rm+rn , les ar + 1 termes pris depuis celui où 
l'exposant de la lettré m, est rm + r, jusqu'au terme 
où cet exposant est rm — r inclusivement , donneront 
toutes les chances pour les événemens dont la compo- 
sition est renfermée entre les limites assignées ci-dessus. 
Le plus grand terme dû développement se trouvera 
placé au milieu de ceux que je- viens d'indiquer; car 
leur ensemble pourra être représenté par 
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A, p et a' étant lescoefficiens des termes qu'ils affectent^ 
et si les trois termes écrits ci - dessus , sont désignés 
respectivement par les lettres L, Met £/, on aura 

JMf ^ (rm^-r ) (rm + t -*- 1 ) . . , . . (n» +,i ) n T 
. L (m — r + 1) (m -*■ r -j- a) * . . ■ rn . . m r ' 

£f ._ (*ft + r) (rn + t»— > 1) (m + 1) fti* 

1/ (y/n — r+i)(rm— r-+»fl)... r>» n r ' 

la seconde expression ne différant de la première que 
par Je éhangement de men n > et réciproquement. 
. 3i. Cela posé, il faut d'abord montrer que la va** 

M 

le«r dû rapport — peut être rendue aussi grande qu'on 

le voudra ; pour cela on décomposera les puissances n f 
et m r dans leurs facteurs , pour les joindre à chacun 
«ïe ceux des coefficiens , ce qui donnera 

M fmn+rn tmn + rn — n rmn+tt 

*~L rmn — rm + în hnn — rm+2in * rmn 

Tous ces facteurs surpassant l'unité , et leur nombre* 
égal à r, pouvant devenir au$si grand qu'on 4e voudra, É 
leur produit doit aller toujours es crois&ai»t* * 

En divisant par r tous les termes du premier et du 
dernier., on les met sous la forme 

mn -f n t 



itt mn 

mn ■"— m -f- •— 

d'après laquelle on vok que la quantité 

mn «+- fc ro -4- l 
ïitn 191 

est comprise entre ces facteur** 



_&H * i 
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Or il est toujours possible d'assigner la valeur d'au 
nombre q, tel que (H±iJ égale ou âurpas8euanom , 
bre donné c ; car en posant 

«t passant aux logarithmes , on trouve 

^{lCm + O-lmj-ie d > oùqz= le 

V •iCm+Oi-im*' 

fLOT Va J eUr *V n ' Mt P as m nombre «tier, on 
prendra celui qui la surpasse immédiatement. 

Maintenant on peut faire ensorte que le facteur placé 
aurangmarqué par?, dans la valeur de £ ; devienne 

la 

CSal a ~5™ ; ,J suffit P° ur cela de poser l'équation 

rmn — rm-\-q m ^ — 

«t de déterjniwr r en conséquence» Cette équation oui 
revient à *r ' H . 

donne 

Bar cette valeur de r les q — ! fecteurs pris sur 
la gauche de celle de — , surpassant 2L£_£ • egt 

égal à celui du rang q , le produit des premiers mul- 
tiplies par ce dernier , surpassera nécessairement. 

4i 
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^Sdti \ 9 c'est-à^iire le nombre c ; enfin les factetiff 
qui suitent étant t6us.> i, le produit Complet, ou la 
valeur de -yr, surpassera à plus forte raison le nombre c* 

La 

Par ce qui précède, on a donc ^létejminé le nombre f g 
de manière qu'en élevant le binôme m -+• n * ^ a puis- 

•ance marquée par r ( m «4- n ) , le rapport — sur-» 

passera tel nombre donné qu'on toudra. 

Pour traiter d$ mêntf \% *econ4 Rapport -yr , il sn&> 

ra , suivant la remarque qui termine le n° 29 , de 
changer m en n, et réciproquement , dans les for- 
mules précédentes , ce qui donnera 

/n + 1V le 

i— -t^y =* *•' q = tôt 4^-i« * - 

Lor^qwfijtfeît^vakurde r différera do la précédente , 
'te qui aura lieu presque toujours , il faudra employer 
la plus considérable <Jes deux, qui rejiffca, en même 
tenu ~ - 

M t M. 

; Z> et t7> c ' 

3a. En partant de ce qui vient d'être établi dans le» 
n M précéçlefls / J&oquesiternctalMait'voir que la somme 
des r terme» commis e f njj;e M et ^i^0<isivement lt peu)t; 
être rendue* aussi gfande que l*on voudra par rapport à 
la sommé de r termes, pris sur la gauche de L , ou 
en. allant ver* U»premier terme du développement. En 



ces ffiôBAteiLrtf 4; » 9r 

effet, si Von désigne par F, G, H, *a les termes compris 
entre Mtt L enallaitfaVÀf à L, plis pfc* P; <>, A, etcl* 
lt» termes qui précèdent L en aïlàfat VeW k premier 
terme m r ^ 4 " vl r coirime le rapport des termes èériiëcn-' 
ttfa du développement dont it s'agit, c¥oft en' alita*' 
vers la gauche, à partir de 3/(27), on *tir* ' 



•# % » • 



• < »» 



jn \ M ^ F .j+ G''J(f .. » ) 

Z, ^P^ 5^* R' 
«t par conséquent ; r" <C 

P + Ç + R •+• etc. P*by -h R + etc. 

•»■•■• j|f* 

Il suit de là que la valeur de r (pi rend -y > c # .. 

rendra à plus forte raison <- . ■ * 

F + G 4- H + etc. . 
. P-hQ + rt + ete;, >ç * 
et 

Or le terme ilf affecté de ro hn ri r *. en a m avant lui ;• 
L, pris r places avant M % a p^r cyettei, raison- m*—* r, } 
ou r ( it — î ) termes avant lui , qui jpourront être par- i 
tagés en » — 1 groupes composés chacun de r termes 
dont la subordipatiojfrsera la même qufr colle qui vient 
d'être indiquée* entre Jes termes F, C£ etc^. placés sur la 
gauche de M jusqu'à L , et les termes P y Q, etc. placés 
à la gauche, dé L dan» le gtoupe commençant à ce det- 
nier. Si donc on prend c =i ifn *— i)', ce qui donnera 

|?4.G+jr+etc.>i(7i— i)(P4-Ç + fl + etc.)' 

4-. 
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le premier groupe , jlivisé par i, surpassera le secoua 
pris (n — i ) fois , y est-à-dire autant de fois qu'il y a » 
de groupes desquels chacun est plus petit que celai 
qui le précède à partir de M : il est donc vrai que ce 
premier groupe, surpassera au moins i fois la somme de 
tous les autres. 

On prouverait de même, en posant c = i(m—-i), 
que la somme des ternies pris depuis M exclusivement 
jusqu'à II y surpasserait i fois les m — i groupes de r 
termes compris depuis II jusqu'au dernier terme sur la 

M 

droite du développement , si -p > i ( m — i ) ; et puis- 

«fue rien ne limite la grandeur de i , la somme des 
termes compris depuis L jusqu'à II inclusivement, 
pourra donc être rendue aussi approchante qu'on vou- 
dra de la valeur totale du développement de 

(m -f- 7i) r ^ m ^ n) : donc enfin il sera possible de rendre 
aussi voisine de l'unité qu'on voudra , la valeur de 
l'expression 



XmT+'n} 



ï*-* 4- >m*»- t n t *+ f , 



qui donne la probabilité de Ravoir pas plus de r(/»-f O 
et pas moins de r(ro — . i ) événemens A , sur r(mÀ-ri) 
épreuves , et qtîe pat conséquent le rapport du nombre 
des répétitions de A au nombre total d'épreuves, sera 
compris entre les limites 

T et — ; — .■ 

m + b • . m + & 

• • * 

33 . Ces fractions 9 quoique déterminées en apparence; . j 

peuvent représenter des limites .aussi resserrées qu'on . 

voudra ; car si on fait m = snC , n^sri p elles de- 
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Viendront 

, m -f* — / -n*~ — 

5m -f 1 __ s sm -— » 1 » j 

on aura en même tenu 

et l'expression de la probabilité indiquée dans le nu- 
méro; précédent, prendra la forme 

f 

«s y supprimant le facteur j r fr"** w 'J commun au nu- 
mérateur et au dénominateur. 
- On passerait, au contraire, à des limites moins résser- 

rées , en posant 7», ;= ^-r ^ |i = — f d'xm, il. résulterait 



• « * * 



m+i m' + $ m — 1 m' — * 

ni -{- 7» c 771 -^-a iu + /i ni -fc- tï 



et 



» v 5 . . 

« ! • 1 • • »• 1 . 

34.. Jacques JRernoplU applique .ses; formule», avt cas» 
où m' = 3 , »' = a ; il pose d'ahôrd 7» = 3o , 
n^z 20 , ef cherche le, nombre dTépreuvesi nécessaire 
goui; avoir une probabilité au moiris égale à 44o7 <F* e 
le rapport du nombre de, répétitictn* idfe^ au. nombre» 
des épreuves, sera renfermé dans les limites ri et£|. 
Dans cet exemple , il faut faire i^='ioôo; substituant 
âjors-gdans les fonnidesl du n* 3i ^ï(n -i— 1) à c, pour 
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les termes de M à L , il en résulte 



• « • 



> .>i 



et posant csp^/ar-M) pour cpuxjteJ^à L', il vient 

9 ~ 1 (b + i)t-1t» T. aj»?93. > • ■ " ' 

r (m 4"«>ggtf^w •*!•• />) 4- : . .T" ^ h»*'+' n) ar'a555o : 
• t - . p-r_v • 

ce dernier nombre étant le plus fort, est celui qu'il faut 
Ajlpptçr \,Wfti en çmbrassant û55§o épreuve* , la pn*- 
habilité des limites fi et || sqrpawe^-jçlY, . . 

Jaçgups, Beipftujty 3 <jtétena;faé .au*si< les nombres *e- 
preuves correspondant à des' probabilités au moina 
«gales à Hf & S-î&iïT î et pouffes nombres ' { quiVqb- 
tiennent en faisant 






il trouve 

3 ia58 et 36966, 

ce qui fait voir 'déjà que IaproDâbïïït£ augmente plus: 
rapidement que le nombre des épreuves : celui-ci croît, 
dans Fesoémpte «actuel , par dés dffle^ncw Constantes 
ej> égales *£?<#. ; ' ■'•■•■;'ii <"-\<' ! 

/3S. «iikfMlfttbifté'^iiëft tfàppc*t du nombre "deï 
répétkiofis- dé l'évéûeirient'^ ait nomftre des épreuves' 

sera. renfermé entré k» limiter '» * ) r 

» ' . . . •. 

h lit < <■ i*» •*!•*■» .1*' 

ra + x, iï} —£;_ . ^^rfK *, A . W-f*fc • 

— — r 1 — et *-i--— *- OU —7 — 7— ; 7* Çt i**K . ' — 7T 
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peut être rendue aussi approchante qu'on voudra de 
l'unité , à plus forte raison en sera-t-il de même dé ta 
•probabilité qile ce rapport lie sera pas moindre que 



m — i sm r — i 

» : — r ou 



puisque pour obtenir la dernière de ces probabilités , 
îl faudra joindre aux termes employés à former la pre- 
mière tous ceux qui précèdent Àm rw4 " r n r """ r , c'est-à- 
dirè, comparer avec le développement de (/rc-f-»)*" 14 "^» 
la 6omme de tous ses termes depuis le premier , m™***, 
jusqu'à iïm Tm ~ r n ri:hr inclusivement. 

Conséquences dé la Probabilité matliématicjue. 

36. J'ai exposé dans ]es Notions préliminaires , comb- 
inent celle de la probabilité s'établissait dans notre 
esprit, par l'influence de la répétition des jugeaiert* 
favorables à la production du même événement , in- 
fluence à laquelle il est impossible d'échapper lorsque 
cette repétition ç. lieu un grand nombre de fois ; ensorte 
qu'il en résulte une prob^ilité mathématique très-voi- 
sine de l'unité ; et j'ai dit en même tems que le calcul 
rattachait à ce cas celui d'une probabilité beaucoup 

S" lus faible (5). C'est en effet ou conduit la proposition 
e Jacques BerhoulH ($6) , ainsi que l'a fait voir Con- 
3'prcet, en discutant avec beaucoup de sagacité, et 
des intentions bien louables , dans l'excellent discours 
préliminaire ae son Essai sur V Application de tanar 
iysè à la probabilité des décisions , la nature ae la 
probabilité. Il à réduit cette théorie, aux. trois propo- 
•liions suivantes. 

i°. Si ta probabilité d'un événement surpasse \ j il y 
à lieu de croire que cet événement arrivera , plutôt que 
dé croire qu'il n'arrivera pas. 
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, a°. Plus cette probabilité augmente % plus le motif 
de croire augmente* 

3°. // croit proportionnellement à cette probabilité. 
( Voyez pag. vij du Discours cité plus haut. ) 

37. La première découle immédiatement de la pro- 
position de Bernoulli ; car puisquVn multipliant autant 
qu'il sera nécessaire , le nombre des épreuves , on 
peut atteindre à une probabilité aussi voisine de Yvtr 
ïrité qu'on voudra , que le rapport du nombre dea 
répétitions d'un événement, au nombre des épreuve* >( 
sera renfermé dans des limites aussi voisines qu'on, 
voudra de sa probabilité ; il est démontré par là que 
si cette dernière est tant soit peu au-dessus de { % 
il deviendra aussi probable qu'on le voudrai qve I e 
nombre de répétitions de cet événement surpassera la 
-moitié du nombre des épreuves : ses répétitions seront 
donc plus fréquentes que celles de l'événement con- 
traire ; on sera donc forcé de lui assigner une plus 
grande possibilité ; et cette possibilité , le calcul, en la 
faisant dériver de la probabilité simple de l'ëVéne-. 
ment , en appuie la conséquence , c*est - à - dire la 
fréquente répétition dû même événement, sur une pro- 
babilité (ju'on peut rendre de. plus en. plus grande. 

Concevons , par exemple ^ un événement dont la pro- 
babilité soit ~£ ; en la transformant' dans la fraction 
équivalente ~£| , on pourra', par le n 9 34, calculer le 
nombre d'épreuves suffisant pour, portera {oaooSt '4 
probabilité que cet événement n'arrivera, pas moins de 
1009 fois sur 2000. Sa supériorité sur l'événement 
contraire , quoique fort petite en elle-même , puisqu'il 
n'a qu'une chance de plus en sa faveur dans un nom-* 
bre total de 200, sera néanmoins établie sur une pro- 
babilité égale à celle de tirer une boule blanche d'une; 
urne qui en contiendrait un million de cette couleur, 
et une seule noire. 
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s C'est donc sur un calcul rigoureux que sont fondées 
l'assertion par laquelle se termine le n° 5 , et l'accep- 
tion donnée dans le n° 9 , au mot probable* La circons- 
tance que ce mot exprime est en effet bien digne de 
remarque , puisque tout partage inégal dans le nombre 
des chances d'un hasard quelconque, établit dans la 
répétition des deux événemens contradictoires une iné- 
galité dont à la longue la probabilité peut approcher 
aussi près qu'on le voudra de la certitude. 

La croyance commandée par une telle probabilité 
établît donc la nécessité de croire à une probabilité 
beaucoup moindre, et fixe en même tems le sens et 
la valeur du motif. Si dans chaque épreuve considérée 
à part, la probabilité d'un événement remporte peu sur 
celle de son contraire , le motif de croire qu'il arrivera 
plutôt que de croire qu'il n'arrivera pas , demeure très- 
faible > mais lorsque l'on considère d'avance un grand 
nombre d'épreuves >, le, développement de tontes les 
combinaisons qu'elles produisent, donne de plus en 
plus, ara combinaisons où les 4veaeinens simples sont dis- 
tribués dans des rapports approchans de leurs proba- 
bilités y la supériorité sur toutes les autres. Le nombre 
des épreuves , et par' conséquent presque toujours le 
tems, entrent donc nécessairement dans l'évaluation du 
degré de confiance qu'on doit attacher à la probabi-* 
lité mathématique. De là vient qu'il est contre la pra-* 
denèe de s'exposer sans nécessité aux- chances d'un 
hasard qu'on ne peut tenter un très-grand nombre de 
fois. Cette règle indiquée par le simple bon sens j prend 
ici le caractère d'une vérité mathématique doAti'hfflh 
portance est fixée par le calcul , et fournira dans la 
suite les moyens d'apprécier numériquement et se)otr 
nos vrais; intérêts , les; diverses spéculations qu'on peut : 
faire curies éyénemens incertains. 
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56. La seconde proposition (36) sfcrit «aWreflèmeiit 
de ce qui vient d'être dit. Le motif dé Croire à te pro- 
duction d'un événement doit augmenter avec la prdba- 
bilité de cet événement; car lorsque celle-ci croîtra, 
il faudra moins d'épreuves pour obtenir une très- 
grande probabilité que le tapjiort du nombre dès r& 
pétitions de l'événement âù hoinbre total des épreuves » 
ne tombera pas au-dessofas d'une limité donnée ; où \ 
jsi Ton considère le mêine notabrë d'épreutéS et là 
tnême -limite , on obtiendra une plus grande probabi- 
lité de cette, limite. ; ou enfin le nombre des épreuves 
restant le même , la même probabilité répondra à une 
limite plus élevée , c'est-à-dire qu'elle indiquera un 
plus grand nombre de répétitions de l'événement dé- 
signé, et par conséquent une plus grande possibilité 
dans sa production, par suite de l'augmentation deçà 
probabilité simple. 

,3$. Quant à la troisième proposition (56) , elle semble 
*4se& évidente pat elle-même dès qu'on: a reconnu cfue le 
motif de croire à la. production d'unévénériient augmente 
avec sfi probabilité» .et qu'on admet que ce motif est 
foifdéisur 14 répétition àesjugemens de possibilité (€, 7). 
Elle, peut aussi se déduire immédiatement des calculs de 
Jitcque* Bernôulli; oar i°, puisque, dans un nombre, 
qtrèldonque d'épreuve^ lé plus probable des événéfnens 
c^npoèéVest celui où'cbatquè évëaéiieirt simple se trouvé 
répété proportionnellement à: sa probabilité , a° tpi'eh 
tfultiptiant les épreuves-, «on. peut rapprocher mitant 
qu'on- le voudra de lunilté ,. la probabilité que le rap« 
port du ôo«kbre des^répétitiotos de cet événement! àm 
ndmbrô,des : épreuves <s!écdrtera! cfesirornsf en* moins! de 
s* probabilité , cëaï+à-dirje du rapport -du: nomttre de* 
fpgeipearf: favorables à sa productiôri, apt nombre torai 
des jugeniens portés. «wr tout .ce. que peut Imaaesr.la, 
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hasard àpnt il s'agit (6) , il est nature} de prendre ce 
dernier rapport pour mesurer la possibilité, de l'événe- 
ment désigné, ou pour -évaluer lé motif de croise 
à sa production; et pu y est forcé dès <pi.'oD accorde 
l'influence qu'une probabilité très-grande doit exercer 
sur notre opinion, . 

. 4 Q - C' e ** <•" considérant la liaison aaatbéittatkpté éta- 
blie par ^es lois des comhiaaisone , esttfe la probabilité 
d'an événement et le nombre •; d& ses répétitions à raêsote 
qu'on «pi multiplie les, qpreyves.j <jue Ja<rtmes Bernoufti 
conçut- le pareroier la .flowibàUfcéde faire sertir d'une nra* 
mèreJncom^estable, l'observation: des éyénemèm passé» 
à la détermination, des évêneateits futurs 4 et de donner 
a^nsi auc^lçijtl dés probabHifcéB' nri but bien attirerait 
jmpp^ol qpe' ceJui.de régler la' condaite de* Joueurs, 
pour, lequel il avait di'abond été inTenté^). BetmmUi 
compara les événement tkmf Ja casse est wèontme , 
aiufi. tirages répétés dtas une Hfne contenant un nombre 
incommode, feULets Usnt» et de billets noies /mais* qui 
^eiueur^ii; 1& même , &ax*;. cpaaptfès chàqu* éprouve 
pn/femetiait cfcnei l-ume te JMlkt qui an arâfo été tiré , 
hypothèse fondée sur ce', qiïe 1» rombre* total &« évé r 
nemens naturels pouvant .ètare,, regardé. comntq rnftpi,ne 
diminue pas sensiblement car l'arrivée d* on petit nombre 
de ces événement. D se .proposa en conséquence celte 
question : Chercher si ,. ffy<çiqe^nUuxt ( tfiys cesse, fa 
tionibre cfes olserwtions^qpijfaî&aft cmUr^.la pfobcH^ 
faillie d * obtenir le vrai rqppp-rf entre le nj)n}bre de ç^ 



(*) C'est l'objet de la IV e partie fy (Vf f£ çopjectafylir €f t '©u- 
jwgè 1 ^o*n^ûme,Jini)riihe en ,1713., ..cQiUiçnt,,dejà, Lçj} principaux 
fbndbmenk de la philosophie cfu calcul des probabilités r majs.c^e j, 
ettttertie1ii;é^ tirescju'etoseveiic , .jusqu?à $ cç çjjue. C<ra<tarqei Tait *ap- 
tWèe, perfechb rincer et e'tendue. ». 
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dans lesquels un événement peut arriver, et les cas 
contraires , ensorte que cette probabilité surpassât un 
degré de certitude donné (*) ? Il retint pendant vingt 
ans dans son porte-feuille la solution de ce problème 
qu'il regardait comme le plus difficile et le plus im- 
portant de ceux qu'on pouvait se proposer sur cette 
matière. Quant à son- utilité , les considérations précé- 
dentes me semblent déjà suffire pour la mettre hors de 
doute ; mais Bernouili la portait encore plus loin , 
puisqu'il avait pour but , comme le montre l'énoncé 
ci-dessus , d'arriver à connaître la probabilité des faits 
d'après les observations seulement, c'est-à-dire à pos- 
teriori , afin d'appuyer sur l'autorité du calcul les in- 
ductions qu'on peut tirer de la répétition des phéno- 
mènes. À la vérité, il confondait, ainsi qu'on le verra 
dans. la. seconde section de ce Traité, la manière d'é- 
valuer les probabilités à posteriori avec leur détermi- 
nation à priori , ou par la connaissance des combinai- 
sons ; mais la différence des résultats de ces deux procédés 
diminuant d'autant plus que le nombre des observa-* 
tions est plus grand , on peut se servir de ceux de l'un 
pour faire entrevoir ceux de l'autre. 

En «effet les formules de Bernouili montrant que dans, 
une longue suite d'épreuves du même hasard , la dis- 
tribution des événemens simples tend sans cesse à se 
rapprocher du rapport indiqué' par leur probabilité ^ 
déterminent ainsi avec une probabilité* de plus en plus, 
grande la condition de Purne d'où sortent Tes événe-» 



(*) L'expression un degré de certitude, reçue dans te langage* 
ordinaire, ne me parait pas, "très-exacte; mais Bernouili s'en est,* 
servi comme équivalant à la probabilité qui, étant une fraction*, 
tandis que Pnnité représente fa certitude, est pour ainsi dire. un*, 
portion de celle-ci. 
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mens observés, et lient à des probabilités tres*voisi nés 
de l'unité les nombreuses répétitions du même événe- 
ment, ensorte que la croyance au retour de cet évé- 
nement est commandée par le calcul comme par l'ha- 
bitude , mais alors sur des motifs de valeurs comparable». 
_ 4 1 * En insistant , comme je viens de le faire , sur les 
notions précédentes de la probabilité , Çondofeet crut 
devoir rappeler qu'il n'y a pourtant a aucun rapport di- 
» rect et nécessaire entre la probabilité d'un événement 
» et sa réalité n (wy. p. x du Discours cité p. 55) ; 
et pour le prouver il observe que quoique le sort eût 
déjà prononcé sur un événement, il ne sortirait pas 
du domaine de la probabilité à l'égard de toute per- 
sonne qui ne connaîtrait que la condition du jeu qui 
* l'a produis, et qui serait restée dans l'ignorance du 
fait arrivé. Si , par exemple , d'une urne contenant 
a oooo billets blancs et i noir, on extrait un billet, et 
qu'après en avoir reconnu la couleur , on le replie 
pour le montrer à quelqu'un qui n'était pas présent au 
tfrage , cette personne ne pourrait affirmer autre chose 
sur ce billet , sinon qu'il y a une probabilité ;°^°° qu'il 
est blanc , et seulement une probabilité tôtôt Q u ^ est 
noir*, néanmoins l'un de ces* deux événemens est certain 
pour les personnes qui ont déployé le billet en le sor- 
tant de l'i^rne : ainsi un événement certain pour ces 
personnes, peut n'avoir qu'une très -petite probabilité 
pour la première. L'ignorance du fait introduit ici 
la probabilité à la place de la certitude , et laissant 
l'esprit dans le même état où il se trouvait avant 
la décision du sort, le jugement ne saurait être porté 
que sur la connaissance de* conditions de l'urne. Mais 
ce que Condorcet n'a point, fait remarquer, .c'est que, 
soit qu'on fasse prononcer ce jugement avant ou après 
les tirages , s'ils sont exécutés, avec fidélité , la pern 
sonne qui ne les aura pas vus, aura toujours la 
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tnême probabilité de ne pas se tromper sur un nombre 
donné de jugemens , dans mi nombre donné de tirages ; 
ensorte q*w la liaison de la probabilité arec la ré- 
pétition des événement > conserve tonte sa force dans 
çô cap. cowne dan» les autres ; et c'est vraiment sur 
cette liaison «|ue reposent toutes les applications légi- 
times d^ c*knl des probabilités. 
. 4?*' Avant de terminer ces remarque*, Je rappellerai 
que lersqtie les diverses chances d'un jeu sont rigoureu* 
senienfc d\m* égale possibilité , tacot paf l'a construction 
des. instrumens aléatoires opte par ta manière de s'en. 
servir, le? événement passés- ne sauraient avoir aucune 
influence sur les événement futurs* S cependant , d'après 
des épreuves réitérées on aperçoit une fréquence marquée , 
dans L'apparition de certaines chance* , il y a lien de 
penser que 1* constitution de l'fitttriMqeiit , ou Ffrdbitude 
de celui qui remploie, détermine cette fréquence ; mai» 
la recherche de sa probabilité rentre dans celle des pro~ 
habilité* à posteriori* 

Lorsqu'on a Heu de soupgowaer d'avance quelqn'mé* 
fpHté de ce genre , if est tout naturel d'attendre- pïutdt 
la répétition de l'événement qui s'est offert le 'premier, 
puisqu'on doit croira plutôt à l'arrivée dte plus pro- 
bable .qu* à eeUèdelaiitre;tl n'est pas plus difficile d'a- 
percevoir que toute inégalité entre les probabilités doit 
foyoriser les répétitions du même; ce n'ëstfâ qu*une 
conséquence d)e la proposition de Bernouîlt, que le 
bon sens indique sninsamment ; mai» l'appréciation 
de l'effet de. cette- inégalité* s» fait tFune manière 
très-eimple, ainsi; quiilsWti ■ ■» 

Soit la probabilité exacte qu'aurait Ttn événement À; 
d'après les^ conditions du jeirqufte produit, ete la dif- 
férence en plus ou en moin centre ceite probabilité et celle 
qui a lieu réellement; la probabilité d'amener «fois cet 
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événement étante*, deviendra (e 4* *')*> s * l'erreur est par 
excès , et (0 — ? e' )* si c'est par défaut : mais si l'on sait 
seulement que l'inégalité existe , sans savoir dans quel 
sens elle .se trouve , et qu'on regarde comme également 
probable qu'elle, soit auditive ou soustraetive , ou aura 
pour la répétition de l'événement A dans la première 
hypothèse? (e+O* dans la seconde \ (e-* #/)*> e * 
pour la probabilité totale 

1 .2.3*4 

développement dont tous les tenues sont additifs ; ainsi 
cette probabilité surpasse la probabilité primitive e*. On 
trouverait un semblable résultat pour la probabilité de 
la répétition de l'événement ^contraire a exprimée alors ' 
par le développement de £ (/*— e')* 4- £ Qf-j-e')»!, 

L'augmentation qui a liei| dans ce cas pour l'une et 
pour l'autre de ces probabilités, est prise sur celles des 
événemens composés du mélange des deux événement 
contradictoires : cela peut se voir aisément.. Dans le cas 
de deux épreuves f par exemple , la probabilité, ae/cTa- . 
mener la combinaison AB> se change en 

Questions pour servir et exemples de la détermination ' 

à priori des probabilités. 

43. Mpntmort dans son Analyse des Jeux de hasard $ 
et ensuite Moivre dans s&Doctrine qf Chances (**), ont 



w*L. 



(fy C^txlfrnièr««iiuoçfa«.«infctireei. de la Théqrin «na^/açiM 
des Probabilités., par^ Laglftc*,, p. ï8Çt-ti86, 

(♦*) J^e premier de, ces ouvrages a eu deux éditions , la dernière 
eét de I7t3; le second ouvrage, Àrit-ea anglais, a eu trois édi- 
tions dont la dernière est de 1756. 
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résolu ua grand nombre de problèmes sur les jeux de 
hasard ; mais il n'entre point dans le plan que je me suis 
tracé , de m'arrêter beaucoup sur ce genre de questions , 
parce que la plupart exigeraient d'assez grands détails 
pour faire connaître les conditions des jeux qu'elles con- 
cernent, et que d'ailleurs une partie de ces jeux est 
passée de mode , ou inconnue à presque toutes les per- 
sonnes qui consacrent leur tems à l'étude. Les exemples 
que je crois nécessaire d'offrir à mes lecteurs, seront 
donc des problèmes tenant à des combinaisons simples . 
ou susceptibles d'être énoncés en termes généraux , et 
choisis pour donner une idée des divers procédés de cal- 
cul employés dans cette branche des mathématiques. 

Soit proposé d'abord de déterminer la probabilité 
qu'en prenant au hasard dans un tas composé de m \ 
pièces, on en âterû un nombre pair ou un nombte impair? 
Cette question peut être donnée en exemple de la nécessité 
de se défier d'un premier aperçu. Ne serait-il pas naturel 
en effet dé penser que sa solution né dépend que de la 
quantité de nombres pairs et de nombres impairs compris 
entre l et m inclusivement. Si m était 5 , par exemple , 
comme il y aurait 3 nombres impairs 1, 3, 5 , et seule- 
ment a nombres pairs 22 , 4 > on dirait que les probabi- 
lités sont | pour les premiers et £ pour les seconds ; et 
si m était égal à 4> comme on aurait alors £ nombres 
impairs et autant de pairs, les deux probabilités seraient 
égales à ^ ou y. 

Il n'en est pourtant pas ainsi ; car en considérant la 
chose avec attention , on voit que c'est suivant les di- 
verses manières dont elles peuvent se combiner les unes 
avec les autres ,. que les pièces d'un tas viennent sous la 
main , et non pas d'après les diverses manières de par- 
tager en deux parties le nombre des pièces de ce tas. ' 
Pour le montrer nous désignerons ces pièces parles lettres 
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**> b 9 c, i\ elles pourront se combiner en nombre iiri- 
pair , soit 1 à 1 ou 3 à 3 , ce qui fournira les 8 combi- 
naisons 

» a, b , c, d, abc-y abd, accL, bcd, 

et en nombre pair , soit 2 à 2 ou les 4 ensemble , ce qui 
fournira les 7 combinaisons 

ab, ac , àrf ; 6c, W, crf, <z&c<£ 

Chacune de ces combinaisons pouvant tomber égale- 
ment sous la main , il en résulte que la probabilité pour 
.prendre un nombre impair de pièces est -fa et seulement 
—r- pour un nombre pair. 

Maintenant si on se rappelle que les coefEciens des 
termes du développement de (a? -f-a) m , à partir du se* 
cond terme, donnent le nombre des combinaisons .d« 
m choses prises 1 à 1 , 2 à 2 , 3 à 3^ etc. , on aura 



m , m (m — i)(pi — 2) 
i 



t H : i: ^ 3 — — + etc * == ** 



pour la totalité des combinaisons en nombre impair, et 

'm (m— 1) ,_ m (m— 1) (rtt — a) (m — 3) 
1.2 iua.0.4 

pour celle des combinaisons en nombre pair. Après 
.ayoir ajouté, ces deux expressions, il sera facile de 

reconnaître dans leur somme, tous les termes du dé*- 

• • • 

veloppement de ( 1 + i) m à l'exception du premier \ d'où 
il résulte que 

1+ P -±1 (l.+ l)»~ 1 = 2 W — I. 

En retranchant la première de la seconde , on aura 

.... ( 

- J>— /s=0 — 1)»— \=s—\, 



s 
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d'où Ton conclura sans peine 

/ = a"- 1 , P= a"»-»— i ; 

et par conséquent si on représente par e la probabilité 
d'ôter du tas un nombre impair de pièces, et par/cellt 
d'en Ôter un nombre pair, on aura 

es — -, fss— — . 

a m «— » i J a m — i 

La première de ces probabilités surpasse toujours la se-* 
conde , maas leur limite commune est £ , lorsque le nom- 
* bre m est supposé infini* Les calculs précédens sont tirés 
d'un Mémoire que feu M, Bertrand de Oenève , a pré- 
senté , en 1786, à l'Académie des Sciences de Paris , et 
qui n'a pas été knprimé ; la question se résout aussi pat 
le calcul aux 'différences. Voyez la note II à la fin dn 
présent ouvrage. 

44. Les probabilités simples des chances delà loterie 
de France , ne dépendent que des coefficient des a*— 6* 
termes du développement de la puissance du binôme ; et 
le calcul en est si aisé que je nem'y arrêterai pas ici, devant 
d'ailleurs y revenir pour comparer les mises avec les 
gains : voici sur la même loterie un problème dont la so- 
lution est un peu moins facile. 

A chaque tirage il sort 5 des 90 numéros von* 
tenus dans la roue ; la probabilité de la sortie d'un 
numéro donné est donc £ ou ^; on a mis sur* nu- 
méros ,* on demande la probabilité qu'il en sortira nu 
moins 1 ? La réponse n'est pas -fe \ <sar sur ce pied en 
ne prenant que 18 numéros on arriverait à ■}«£ , ou à la f 
certitude qu'il en sortirait 1 des 18, oe qui est absurde: 
mais un tirage itaat une combkd&sa de <5 quelconque» 
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des 90 numéros de la loterie , peut avoir lieu ifc 

90. 89. 88. 87*86 ., 

« ° „ ,' — manières. 

1.3.3.4.5 ' 

parmi lesquelles on a en sa faveur toutes celles qui ren- 
ferment l'un des numéros sur lesquels pn ?jpis, pu ton» 
les deux. 

Pour former les premières, ij faut prendre les cgm?» 
binaisons 4^4 'des 88 nunaiéjrps dûTérens de ceux sujr 
lesquels on a mis , et y joindre ajtejruatiyenienl; çhacup 
de ces derniers , ce qui donnera 

88.87.86,85. * . . *. ,, 
*.' — • g / combinaisons fayorables ; 
i.a.3.4 

prenant ensuite les combinaisons S à 5 des 88 numéros 
déjà indiqués , pour y joindre à la fais les deux sur 
lesquels on a mis, on aura encore 

■ ■ /-Z* ■ combinaisons favorables : 
J.-2-P , ' 

divisant les deux dernières expressions par la première , 
et supprimant les facteurs communs au dividende et 
au diviseur , on trouvera 

85 a _ 87 _ 87 1 

*.% 9-89 $-*9 *oi ^s # 

45. En raisonnant^ même sur une loterie composée 
de p nniniros,, dontil.en sprt q à chaque tirage , pour obr 
tenir la probabilité que sur s numéros désignés, il en 
sortira t, on fonnera d'abord l'expression du nombre des 
combinaisons j|es p-- ^ numéros retf-ins, pris en nombre 
g — t, etquisera 

<P — s)JLp-t3— (p— J — (qr-r-Q4- 1) 

; ' 1.3.3.... .(Ç^t/) . ' 

9 • • 
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considérant ensuite que les s numéros désignés ^ria éi * 
nombre t, peuvent se combiner de 

s (s — l) . . . . (s —* t + l) 
1 * 22 • 3 . . . A 

manières , où multipliera cette dernière expression pat 
la précédente , pour obtenir le nombre de chances fa- 
vorables à l'événement désiré. Quant au nombre total 
des chances, ce sera celui des combinaisons que donnent 
les p numéros dont se compose la loterie , pris en nombre 
q , c'est-à-dire , 

p(p— Q....(p — <y+i) : 

1.3.3....U 

la probabilité cherchée sera donc 

(p— 0(p— s ~ Q.-.(p— *— (g— Q+Q 

î .a. 3. . -(7— 
5(5— •.*.(*-— * + ^ 1.2.3. ,.<7 

^ i.a.3...* p(j> — i)....(p — 9+0* 

formule qui peut se réduire , en supprimant les facteurs 
1 . a . 3 . . . (</~ f) , dans le diviseur et dans le dividende. 
Si la question ne portait pas sur la sortie d'un nombre 
précis de numéros, mais seulement sur ce qu'il n'en 
sortît pas moins d'un nombre donné A , il faudrait alors 
mettre successivement à la place de t les nombres 

, h y h + 1 , h -f» 3,. • . . 

jusqu'à </, si s > q , ou jusqu'à s , dans le cas contraire. 
46. Supposons , par exemple, qu'on ait pris 18 nu- 
méros; en suivant la marche tracée précédemment , 
on trouvera sans peine les probabilités ci-dessous : d'a- 
bord qu'il ne sortira aucun de ces numéros , • 

7a.71.70.G9.68 _ t. a. 5.4.5 

i.a.3.4.5 * 90.89. «8,87.86-°' * 4â 
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çu qu'il en sortira 

70.71.70 .69 18 i.a.S:4.5 ,_ 9 

X " i.a.3.4~ X T X 90.89. 88.87.86 

7a.71.70 ^ '8.17 _ i.a.5.4.5 - 

a " i,a.3 X T^ 90.89.88.87.86 -0 ' 7 * 

- 73.71 18.17.16^ 1. a. 3. 4.5 . -. 

g ----r a - X -Tf5- X 9o.89.888 7 .86 ==0 ^75, 

à 7 a w 18.17 . 16.15 ^ / 1» a. 5. 4«5 r 

4 - • t x -7^X4"" 90.89.88.87.86 -°> oot)0 > 

^ 18,17. 16. .i5. 14 s^ i.a.5.4.5 

°": i.a.3.4.5 - X 90. 89. 88. 87. sè^ ' 000 ^ 

la somme des cinq dernières probabilités > ou, ce qui 
est plus simple , l'excès de l'unité sur la première , égal 
à 1 6 Q 8 o o 6 o > donnera la probabilité qu'il sortira au moins 1 
des 18 numéros choisis. 

47. Huygena, l'un des premiers géomètres qui se 
soient occupés du calcul des probabilités ; a terminé 
l'écrit intitulé De Ratiociniis in ludo aleœ (JÛj/ieré variai 
tome IV, pag. 727 ) , par cinq problèmes pour quatre 
desquels il n'a fait qu'indiquer les nombres de la solu* 
tion, et dans le second , il n'a rien ajouté à l'énoncé 
que voici : Trois joueurs A x B, C, ayant réuni 
1 2 jetons , dont 4 sont blancs Ht 8 noirs , conviennent 
que celui ctentr'eux qui, les yeux bandés, tirera le pre* 
mîer un jeton blanc , gagnera. Q'ett A qui doit tirer le 
premier , B le second et C le troisième; on demande la 
probabilité que chacun a eh sa. faveur? Cet énoncé à 
présenté deux sens différens à Montmort et à Moivre (*). 



(*) Vçy« V Analyse <2«j hasard* de MonUQOtt, pag* 364, *°* 
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Le premier croyait que le jeton tiré devait être remis* 
chaque fois au tas , afin que les probabilités restassent 
les mêmes dans toutes, les épreuves. Moivxe pensait lé 
contraire } et dans ce sens, qui complique un peu la 
question , il l'a résolue fort simplement au moyen dea 
probabilités composées : c'est ce qu'on va voir* 

Soit m le nombre des jetons blancs et n celui des 
jëtohs noirs*. Au premier tirage où le nombre des jeton» 
de chaque espèce est complet , il y aura pour la sortie- 
d'un jeton blanc , ce qui fait gagner A> la probabilité 



, et pour la sortie d'un jeton noir , 



■%•• •*, 



m + • » w m + n 

Cette dernière probabilité sera aussi celle du second 
tirage, dans lequel le nombre des jetons hoirs > dimi-i 
nue de celui qu'a tiré le joueur A i: sera réduit à n — % * 
En conséquence les probabilités dans ce tirage seront 

d'amener un jeton blanc, 



m 


+ 


n 


T- 


l 


•- — 


■ *•-» 


n 






m 


+ 


n 


— 


l 



d'amener bu jeton noir ; 

il faudra les multiplier par la probabilité particulière 
du tirage pour avoir celles des deux évéoemens qui etk 
résultent (17), et cela donnera îea probabilités 



n . . m 



r - • 1 ; L 



m -f- n> m -f- n — 1 



en faveur dé B y 



-. — : — • *r-~ — — r contre B* où celle du 3* tirage* 

m «I» n m + à *— 1 ° 

$i B amène un jeton noir, il n'en restera plus au ta» 
que 71 — a. ; et en raisonnant pour ce tirage comme 



jfflUceiloneq atudfti&x de Moww, pag N 199, étVAh eonjçctfrtyfi 
de Jaçtjac» BcrnouJUi , pag. 57. 
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pour le précédent , on trouvera les probabilités 

fm . „x • , r v . — , ■ en faveur de C % 

(m -+- n) (m + n — 1) m -f- r» — a • 

rmj-^^-L M — T^~ j contre C, ou ceUe du 4* tir. 

Si C n'amène qu'un jeton neîrj À tirera de nouveau, 
du tas ou le nombre de jeton» noirs sera réduit à 
n — 3 ; il aura donc la probabilité 

n(n—i)(n — a ) m - 

(m+n) (/n+ri-i) fcs+»-3) • Z+ZZ3 * «*»• 

n(»~»iX»-a) »— 5 At > n „ Awék 

(m+«)(m+«_OC/»+*-a) ' în-p£3 de P*»** 

En continuant ainsi , et pour abréger faisant m+n—t > 
on formera la suite 

m mn mn(n — i) 

mn(/i— i)(ji — a) mnfrfr— 1)(»-— fl)(7 i~5) 

t(t— i) (t— a) (*— 3) * *(*— i)(*-a)(*— 3X^4) * 



*(*-i)(t— a)0— 3)(t— 4)(t-5) ' 

dans laquelle les i** , Jf , *j* , etc. tenues expriment le» 
probabilités en faveur du joueur A , les a* , 5*, 8 e , etc. 
les probabilités en faveur du joueur B ; enfin les 3*, 
6*> 9*> etc. les probabilités en faveur du joueur C* 
B est visible que le jeu finit au phis taxé lorsque le 
nombre des jetons noirs est épuisé , et que la probabilité 
totale pour chaque joueur se. tonne en ajoutant celle* 



r^ 
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qu'il a dans chaque tirage. Le calcul des termes de lai 
suite indiquée devient très - facile quand on rapporte, 
chaque ternie à celui qui le précède , comme je l'ai 
lait dans le n° 27. 
Les nombres proposés par Huygens donnant 

m = 4, 11 = 8, $=ia, 
„ on trouvera/pour le joueur. A % la probabilité 

A. 4. L 8 -7- 6 • Jl 8.7,6,5.4.5, , 
12 12 u.10.9 m 11. 10. 9. 8. 7. 6'* 

pour le joueur B , la probabilité 

484 • 8.7*6.5 , 4 8.7-6. 5^4«*«^* 
jl3 ih îa u.10.9. 8 12 11.10.9.8.7.6.5-^ 

pour le joueur C , la probabilité 

4 8.7 i^ 4 8.7.6.5.4 « 4 8<7»6.5.4*3-2«i ~> 

32 ll.lO 12 H.IO.9.8.7 12 H.IO.9.8.7.6.5.4 

Réduisant tqutes ces fractions qu. dénominateur com- 
mun, le plus simple qu'elles puissent avoir, les sommes., 
ci-dessus deviennent respectivement 

ï$S * r65 > i65 # 

48. Les épreuves répétées que suppose le problème 
dont je viens de. rapporter la solution ,' diffèrent- dé; 
celles que j'ai considérées dans le. n° 20, en caque, 
la nombre des chances, diminue à chaque -épreuve,. Ce, 
genre de hasard ne peut être assimilé au jet des dés ; 
il revient au tirage dans une. urne ou Ton ne remet* 
point les boules qui en sont sorties. Les formules qui ,< 
dans;cette hypothèse, remplacent le développement des? 



• DES PROÔAÊILtTÉS: fit 

puissances du binôme nv-j- « , sont assez remarquables, 
pour trouver place ici v , et complètent ce qui a été dit; 
s\ir les épreuves répétées. . 

Soit une urne contenant m boules blanches , n boules 
noires ; si l'on désigne par A la sortie d'une boule 
hlanche, par B celle d'une, boule noire , que pour 
abréger on fasse m •+• »== t y et que Ton ait soin v 
après chaque tirage ,. d'ôter i tant du nombre total des. 
boules que du nombre de celles qui sont de la cou-, 
leur supposée sortie à ce tirage , on trouvera par le prin-t 
çipe des probabilités composées , les suivantes.. 

Au i* r tirage, 
pour A y -j y pour B , p 

Au a 6 tirage,, 

* * m (m — i ) . n mn 

* our ^' <(>-») ' v> mAB > tÇ—ry 



^v 



■ 

Au 3* tirage, 

• ■«(*— OC'— a) '(*— 1)(<— a) 

i B ,j m n(m— î) 

BAA,-^^*-. 

L| examen attentif de ce petit- nombre de. formule^ 
auffit pour faire connaître là loi suivant laquelle se 
composent toutes les probabilités des diverses succès-' 
iions des événemens A etB. Ici . comme dans le n° 21 » 
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les coefficients s'introduisent dans les succession* mé- 
langées , dés qu'on fait abstraction de l'ordre de» 
événement : la probabilité d'obtenir s événemens A 

et i éyénement B, par exemple . sera 3 A , A T" ^ . 

D'après 1 cette observation on terra facilement que la 
probabilité d'obtenir, dans un nombre p d'épreuves, p—q 
événemens A et g événemens B , sans distinction- 
d'ordre , sera exprimée par 

gfr-Ofr-aV (p-^4-0 x 

m(m — i)...(m— (/>— q)+i)Xn(n — i)...(n—q+i) ^ 
<C-0 (*- P+0 ^ 

49* La théorie des permutations et des combinai- 
sons est , comme on l'a dû voir dans la plus grande 
partie de ce qui précède , un des moyens les plus fé- 
conds pour résoudre les problèmes concernant le cal- 
cul des probabilités. Cette théorie, servant de fondement 
à la démonstration la plus élémentaire de la formule 
du binôme de Newton , se trouve dans les Elément 
d'Algèbre ; mais on n'y partage qu'en deux groupes 
la totalité des lettres dont on cherche les arrangement 
divers ; et pour s'élever à toute la généralité que le 
sujet Comporte , il faut déterminer ce qui doit arri- 
ver lorsqu'un partage en un nombre quelconque de 
groupes, le nombre de lettres donné. Les formules 
propres à cette détermination se trouvent dans le dé- 
veloppement des puissances des polynômes. 

En raisonnant sur les produits des trinômes 

rf + ^ + ^, a' + tf + c'y (f + lT+c*, et* 

(*) Cette formule a e'té* indiquée par M. Laplace, «Uns les Mér- 
itoires des Savant étrangers, t. Vl, pag.. 6a3. 
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comme on l'a fait dans le n° si , sur ceux des binômes 
m ■*}* a > iu tt -f* &" > * to* -f» ti* , etc. ,• 

on verra par les lois de la multiplication , que ces 
produits comprennent tons les arrangement qu'on peut 
faire des lettres 

a\ V> <f, a\ b\ c\ f, h m , c m , 

en en prenant une dans chaque facteur du produit. Il 
suit de là que si les lettres a , b, c , désignaient res- 
pectivement le nombre de chances qui amènent les 
événemens A, B, C, à la i* é , à la a*, à la 3 e etc. 
épreuves, un produit partiel a* V c* 4 1V , par exemple, 
ferait connaître le nombre de chances qui répondent à 
la succession <f événemens simples désignée par ABCB. 
Quand on supposera que 

*/ „-,// „» - Vf U" W —.A ~f ~* J* — — >» 

a=a =a ...=a, 0=0=0 ...=0, czzzczzzc ..«:22c» 
le produit 

(a'+b'+c') (aT + W + c") (fl^+i'+Oetc. 

se changera dans le trinôme (a+i •+•€?) élevé à une 
puissance marquée par le nombre des facteurs , ou , 
ce qui est la même chose , par celui des épreuves *, un 
terme quelconque de ce produit, a'b°c*b l * devenant ab*c h 
se trouvera répété autant de fois qu'il est possible de. 
former des produits differèns contenant les lettres a et c 
1 fois chacune , la lettre b , a fois , et soumises alter-i. 
nâtivement aux accens % *, m 9 lf .... , portés jusqu'au, 
nombre marqué par celui des épreuves. 

Soit n ce dernier nombre , l'expression du terme gé-^ 
néral du trinôme {«4" b -J-O* étant 

v - - -*■- r-j - 1 • 111 r — 

(*) Voyez le Complément des Siemens d'Algèbre , ou bien* 
X Introduction placée à la tête du premier volume du Traité du 
Calcul différentiel çt du Calcul intégral. 



?6 TRAITE ÉLÉMENTAIRE 

ou a peur le terme ab*c > 

» = 4., p=i, . 9 = 3,. r = .i; 

ainsi le coefficient de ce terme est 13. 

Si donc on fait abstraction de l'ordre dans la succès-* 
sion des événemens , le terme iaab a c t dans le dévelop* 
pement de (a+è-J- c)*, exprimera le nombre d» 
chances pour obtenir , en 4 épreuves , les événement 
AetC y chacun i fois, et l'événement B, a fois. 

{je coefficient 12, provenant de la réunion dé terme» 
contenant 4 facteurs différent qui pouvaient se par-^ 
tager eh 3 classes » savoir celle des a , celle des b , et 
celle des c, indique, dans la réunion de ces termes 
qui laisse subsister les classes , le nombre de manières 
de partager 4 choses en 3 classes ou groupes , dont 1 
est composé de 2 de ces choses , et les 2 autres de i, 
seule. 

De même le terme général 

1 • 2 • 3 • • • «• • • *7» 



a?bi 



c 



exprime le nombre de chances pour obtenir sur un- 
nombre p -f- q -J- r d'épreuves, p événemens A , q évé- 
nemens B , r événemens Ç ; et le coefficient qui mul- 
tiplie a p b*c* , indique le nombre de manières de distri-. 
feuer p -J" 9 ~f" r cboses en 3 groupes, dont le 1 er en 
comprenne un nombre p, le a e un nombre q et le 3 e un 
nombre r. 

5o. Cette dernière proposition se prouve directe- 
tèment , en observant que p + 9 + r choses , peuvent, 
être combinées p à p, en un nombre de manières 
égala ....•■'. 

(p + g + Q(p+<7 + r — 1) Qy + r^i) 

*.a,3 p * 
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%t îpien étant p choses sur p + q + r, il en reste 
q -f- r qu'on peut encore combiner entr'elles en nom- 
bre q , d'un nombre de manières égal à 

ta + r)(g + r— i) (r+O . 

ou aura donc en tout un nombre 

(p+<7 + r) (p + <7 + r — i):.».(r+i) 
1.2 .p X î.a. . .qf 

de manières d'ôter de la totalité des p+q+r choses , 
deux groupes , le i er contenant un nombre p et le a* un 
nombre q de ces choses. Si on écrit au numérateur et 
au ^dénominateur de l'expression ci - dessus les fac- 
teurs 1 . a.3. . .r , et qu'on y change p-t-cy-f-ren/i, 
on retombera sur la formule du n° précédent. 

On aurait les arrangement au lieu des combinaisons , 
si l'on supprimait les dénominateurs. 

5t. En général, tout ce qui regarde les épreuves 
répétées pour un nombre quiconque d'événemens' 
«impies , est compris dans le développement des puis- 
sances d'un polynôme formé de la somme des nombres 
qui expriment les chances d'où résulte chacun de ces 
'évétiemens. 

Le terme général dit développement de fc , 

(a -|- £ + c 4-*f + è) n étant 

IQ ' 5 "* arbic'dV, 

aip-f"fl+ r "t"^"h* =l ** donne le nombre des chances 
qui peuvent amener l'événement composé d'un nombre 
p d'événemens A , 

q B, 

r €> 

s D % . . 

t E\ 
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l«u probabilité de cet événement composé s'obtiendra 

donc en divisant l'expression ci-dessus par 

(a + 4+c-j-rf+e)*, nombre total des chances. 

H sait de là que pour avoir immédiatement cette 
probabilité , on peut substituer aux lettres a, b, c, 
d, e, qui marquent le nombre des diverses espèce» 
de chances dans une épreuve , les probabilités simples 
qui en dérivent. 

Le plus probable des événemens composés que peut 
amener le même nombre d'épreuves, est encore celui dans 
lequel les événemens simples entrent proportionnellement 
à leurs probabilités respectives. Si , par exemple , on ne 
considère que 3 événemens simples , et qu'on fasse 
7i=7n(a-H>+ c )> il sera facile de voir que le plus grand 
terme dudéyeloppementde (a-f-M-*) 1 "***"* 4 ^ estle terme 
affecté de oS nm b wh d nc ; car en faisant d'abord b-\-ç=.$ % et 

développant (o-f-J 8 )" 1 * m , on aura pour le plu3 

grand terme celui qui est affecté de a ma fi m ^ (07) ; mais 
il peut se développer à son tour, en substituant 

à fi m * le développement de (bïc?**" 10 , dont le 

plus grand terme est celui qui est affecté de b m c mc ; 

ainsi le plus grand terme du produit a ma fi sera 

donc celui qui est affecté de a b </**. 

5a. Pour donner une idée de la multitude à laquelle peut 
s'élever le nombre des combinaisons, lors même que les 
lélémens n'en sont pas tores - nombreux , je vais cher- 
cher en combien de manières les 5a cartes d'un jeu 
de piquet peuvent se distribuer entre les deux joueurs , 
qui , comme l'on sait , en prennent d'abord chacun î a , 
et entre les deux paquets qui forment le talon, dont 
l'un contient 5 cartes et l'autre 3. Le nombre demandé 
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font le coefficient de a l *b l *<?<P dans le développement 
de (<*•+• b -f- c-t-iQ 3 *, a pour expression 

1 .2.5, . , .03 t 

1.2. ..îaXi.â. .,iax î.a. ..5x i.a.3 

En 7 supprimant par ordre, dans le numérateur, tous 
les facteurs qui composent le dénominateur, elle sera 
réduite au produit 

a'.5\5 ft .7*.i3». 17. 19.55.29,31 
= 1 5ga 814 g47 068 800. 

L'usage des cartes à jouer ne parait pas remonter 
plus haut que 1392 , où on le voit servir à l'amusement 
du roi de "France Charles Y I , pendant sa maladie ; depuis 
cette époque , il s'est écoulé 4^4 années , qui donnent 
environ 1 54866 jours. 

Si on divise par ce dernier nombre, celui des com- 
binaisons calculées ci-dessus, le quotient 10 285 1 17 1 14 
indiquera le nombre de coups qu'on aurait dû jouer 
chaque jour pour que toutes les distributions des 3a cartes 
•e fussent présentées , encore faudrait-il qu'aucune n'eût 
été répétée. 

Enfin sijon suppose que sur les 170 000 000 d'individus 
auxquels on évalue la population de l'Europe , il y en ak 
la îoo* partie qui sache le jeu de piquet , et qu'elle se par- 
tage en couples pour s'y livrer exclusivement ; on trou- 
vera que chacun 4e ces couples devrait jouer pour sa 
part plus ée 1 fîobo coups dans un seul jour ,ce qui ne se 
peut, car chaque coup dure au moins ai S minutes, 
et les 24 heures n'en contiennent que i44°- 

On doit donc regarder comme certain que toutes les 
combinaisons -que peut fournir ce jeu ne se sont pas en- 
core présentées ; au reste , ceux qui le connaissent savent 
bien qu il ne faut pas confondre te nombre de combina** 



go TRAITE ÉLÉMENTAIRE 

sons avecbelui des coups essentiellement difFérens^ qiîi 
est beaucoup moindre. 

53. C'est au développement des polynômes que 
Moivre ( Sfliscellanea analytica, p* 196), ramène là 
question de déterminer la probabilité d'amener un point 
•donné ; avec un nombre donné de dés. Pour suivre sa 
marehe , représentons* par n le nombre de ces dés, par 
m celui des numéros dont chacun est marqué , en com- 
mençant 4 1 » par p + 1 .le numéro qu'on désiré ame- 
ner , et considérons lia formation du développement dé 

par là multiplication des n facteurs égaux à 

qu'il contient.. D'après ce procédé , il est la réunion dô 
produits partiels composés de facteurs de la forme 

- f A 9 J > f* * • • • en nombre n\ 

et pour l'ordonner suivant le.s puissances de f, il faut 
rassembler tous les termes où la somme des exposans est 
la même. Il suit de là que le coefficient du terme pour 
lequel oh aura 

* + fi + Y — p+ i > 

indique le • nombre de manières de former le point 
p -f* 1 avec 71 nombres pris depuis 1 jusqu'à m, e% 
donnera la solution, du problème proposé. 

La recherche de ce coefficient , qui serait assez, dif- 
ficile par la formule . rapportée dans le n° 5 1 , se sim- 
plifie beaucoup, à cause de la forme particulière du 
polynôme à développer. En effet, comme 
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et qu'on a tu dans les Élémens d Algèbre que 

il s'ensuit que le développement qu'il faut effectué» 
revient à celui de 



Qt 






ara 

1" ' 1.3 



î.a.o ^ ■ ' 



+ ^±^-V J + etc. 

» 

En mettant à part le premier facteur jf", il restera 
à trouver dans le produit des deux autres , développés 
ci-dessus , les termes qui sont affectés defr*" 1 **; pour 
cela on prendra d'abord dans la série inférieure le 
terme affecté die f pmhl ~ n , pour multiplier le premier 
terme i de la sérié supérieure ; puis on reculera dans 
la seconde série jusqu'au terme affecté de y>+*>-»— m f 
pour multiplier le terme affecté de f m dans la prè*» 
mière série; et continuant ainsi de rétrograder de m 
termes dans là série inférieure > pour avancer de î terme 
dans la série supérieure, on obtiendra, pour le coeffi- 
cient cherché 

n(n+i) ...p _^ nfrH"0--«(p — tri) ' » 

ii(»+Q.,..(p— «m) »(n— *i) ^ 
T i\2»,(p-t-i — n— suri) i.a ' » 
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série qu'il fendra continuer tant qu'on ne rencontrera 4 
dans les produits indiqués , aucun facteur qui soit nul 
ou négatif. 

On lui fait prendre une forme plus élégante , en 
observant que si p + t — »>»*— * 1 > on peut suppri- 
mer dans le premier terme, comme se trouvant à la 
fois au numérateur et au dénominateur, tous les fac- 
teurs depuis p -4- 1 — n jusqu'à n -*• 1 , et les introduire, 
au contraire , si p -f- 1 — n<^n — 1 . Àrec cette atten- 
tion et en renversant Tordre des facteurs , le premier 
terme devient 

p(p — i)...,(p— n+g) 
i.fl,3«.*.(n — 1) y 

Ce qui met sur la voie des changemens analogues à 
faire dans les autres; et si, pour abréger, on pose 

p — m=//, p— ani=p% p— 3/ra=p*,etc. 
on obtient la formule 

pip— 0-» 0> — » + *) 

— — — — --~— ^1» Il T I — — — 

i »a.o.. . .(n— 1) 

1.2.3. ...(ft — 1) ^7 

• i.a.3. . . .(» — 1) 1 .a 

P m (j> 9 — 1 ) (p m — n + 2) n(n— -Q fri — «> 

1,2.3. ...(n — 1) i.a.o 

•4* etc. , 

semblable à celle de Moivre. En l'appliquant , comme 
lui, à chercher le nombre de manières d'amener le 
point 16 avec 4 dés ordinaires , on doit prendre 

p;=i5, n=z4, n* = 6, p' = 9, p" = 3> 



I 

\ 
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ce qui donne 

15.14.1S 9.8.7 4 1 3.a.i 4-3 

i.a.3 ï.fc.3 1 l 1.2. 3 1.2 

Ce nombre étant divisé par 6*= 1296, qui marqua 
celui de foutes lies chances possibles dan» le jet si- 
multané de 4 Aés» on *«** la probabilité 1 ^ > eu- 
viron y^r, démener avec ce» dés le point 16. 

En ne supposant que 3 dés et cherchant le nombre 
de manières d'aniener les points 3, 4> 5, 6, j y 8 y 
§ et io, on trouvera pour la somme des résultat* 
ro8, moitié de fi 3 = 1216, nombre total dés chances; 
ïl est donc également probable , avec 3 dés , d'amener 4 
dans un seul jet un point inférieur à if ou supérieur' 
à lû. Cette reinarque est îé fondement du jeu nomma 
passe dix* ' 

54. Je terminerai cette suite de questions par la re* 
cherche de la probabilité ^ue tous les ntmiéros d'une' 
loterie seront sortis après un nombre donné de tirages % 
problème qWEuler et M. Lapkce ont résolu par de* 
moyens très-différens. 

La considération du polynôme y serait applicable* 
aussi ; mais ne me paraissant pas devoir mener faci- 
lement à la solution générale , je- vais* passer à l'ex-» 
plication de la formule donnée par Euler (Opuscula 
analytica, t. II, p. 333). On trouvera dans la note II 
la solution de M. Laplace. 

Soit m le nombre des numéros dont se compose la 
loterie et dont il en sort i à chaque tirage; on demande 
la probabilité que tous seront sortis dans n tirages ? 

Les chances également possibles dans un tirage sont 
toutes les combinaisons qu'on peut faire des m numéros, 
pris en nombre i ; celui de ees chance* aqra donc pour 

6.- 
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expression 

• • • • l 

Désignôns-le, pour abrégea, par P my afin de pouvoir 
représenter par P m ^ l , P m _» , etc. ce qu'il devient 
quand on y change m en m— 1 , m-'-a, etc.; et pour 
éviter toute confusion, substituons les lettres a, b f 
c-, d, e, etc. aux numéros de la loterie, Cela posé, 

n tirages donneront ( P m )■ = P* arrangemens des 

premières chances prises n in*, parmi lesquels se trou- 
veront compris , tant ceux qui contiennent toutes les 
lettres , que ceux où il en manque quelques-unes $ là 
question se réduit évidemment à soustraire ces derniers 
<iu nombre tot|l , pour arriver à l'expression du^ombre 
4e ceux qui remplissent la condition du problème. Il 
est d'abord évident que les arrangemens qui ne con- 
tiennent pas une lettre désignée, a par exemple, se trou-» 
veraient tous dans une loterie formée des m— î lettres 
restantes ; qu'ils sont par conséquent au nombre de 

P£_ t > et qu'en exceptant ainsi chaque lettre à sott 
tour , oh aura déjà mP* t arrangemens à ôter de 
P* p c* tpû donnera 

p* _ 2 p* 
'** "" -f ***-*• 

Mais il faut observer que parmi les àfrftngeniens qui 
ne contiennent point la lettre a , se trouvent ceux qui 
île renferment en même tenis ni a , ni b , qui de même , 
te trouvent aussi parmi les arrangemens ne renfer- 
mant point b ; chacun de ceux où il manque a lettres 

a donc été retranché a fois , lorsqu'on a ôté de Pj^ lea 
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arrangemens où il manque une lettre; or les pre- 

. . i a tntai — • i ) ~« , 

miers, qui^ont au nombre 0e -r-^ ^ ".►-*» nau- 

raient dû être retranchée qu'une seule fois : il faut 
(lonç les ajouter î fois à l'expression formée ci-dessus , 
et l'on aura 



i ». 



Les arrangemens où il mqnque 3 lettres, a % b, ci 
jpar exemple , ont été retranchés d'abord 3 fois , 
savoir , avec ceux où a manque , où b manque , où 
c manque; ils ont été ensuite ajoutés 3 fois, savoir, 
avec les arrangenaena où a et b manquent en même 
tems , ou bien a et c y ou bien 6 et c. Si on les a ôtés 
fT-un côté 3 fois, on. les a remis autant de l'autre; il 
faut donc les soustraire de nouveau a et leur nombre 

étant — ^75 -jP m _ 3l on aura, après cette 

ppération, 

p n — ™p n i M™— p» 

*~" ï^3 " ^— *" 

Passant aux arrangemens où il manque 4 lettres, 
on verra de même qu'ils, ont été retranché? 4 f°» 
avec ceux où il manque % lettre , ajoutés 6 fois avec 
.ceux où il manque a~ lettres, et retranché^. 4J°i* 
gveç ceux où il manque. 3 lettres ; ayant dono été re- 
tranchés a fois de plus qu'ils n'ont é{é ajoutés , il 
faut les ajouter encore i fois , et leur nombre étant 
m(m— i)(7n^- a Xm — 5) » r é 8U ltera 
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m x m-i -T- x a m 

_ ro(w— i)(m— s) p » 



1.3.3 
m(ro— i)( f 7i— 3)(m— 5) U w . 

« * ■ . 

La loi de cette expression est maintenant assez évi- 
dente pour qu'on puisse la pousser aussi loin qiCon, 
le voudra ; mais pour en constater la vérité indépen- 
damment de toute induction, il suffit d^observer qu'un 
arrangement où il manque un nombre j? de lettres, est 

retranché " fois avec ceux où il «a manque 1 , ajou- 
té cLc J. fois avec ceux où il en manque s , 

1.3 :*• 

retranché "- — £ - foia avec ceux où il en 

. . I .3.3 

manque. 3 , et ainsi de suite , ce qui donne ppur ré- 
sultat l'expression 

P , p(p— 1) p(p — i)(p-r-3) p 

1 1.3 1.3.5 """ 1 * 

renfermant tous les termes du développement de (i— i) f » 
à l'exception du premier terme , qui est + i , et du, 
dernier , qui est q: 1 , selon que p est impair ou pair. 
L'expression ci-dessus est donc égalé à o dans le pre-\ 
mier cas , et à —a dans le second ; il faudra par consér. 
quent joindre i l'expression du nombre des arrangement 
cherchés le terme 

M(ro~i>....(m-rrjH»i) . p*. 

1.3..: p ^— * 
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avec le signe — si p est impair , et le signe- -f> si ce 
nombre est pair* 

Le problème proposé est .dose complètement résolu 
par la formule 

tant qu'on se borne aux considérations algébriques , 
puisque cette formule donne le nombre de chances 
favorables à l'événement désiré/ et qu'en la divisant 

par P^ , nombre total dea chances , on aura la pro- 

habilité, demandée, cfn» tovè les. mtmévàs de"ia loterie 
seront sortis dans nu* Bomhre n. de tirage*. * 



€fri voit que la question suppose n> -r- ; et Euler 
remarque en effet que ht formule ci-dessus? demeure 

mm 

nulle tant que tî,< t\ de plus, il faut, dans les va- 

if 

leurs de p , s'arrêter à p =*= m ~ i\ 

Il est à propos d'observer aussi que P^ se rédui- 
sit à 271% s'il ne sortait qu'un numéro, à chaque 
tirage , c'est-à-dire si l'on avait i = i , 

55. Euler a montré que pour mettre facilem ent en 
nombres la formule ci-dessus , lorsque m et n étaient 
des nombres considérables 1 > Ht suffisait de calculer le 
logarithme du rapport de chaque termt avec celui qui 
le précède. 

En effet, si pour abréger, on pose 

i m— i * « o m— ft* * * 

nt(m — Q(m — a) -. _ 

i.a.3 — s ~" . ° *" etC * * 



1=» ~. ^ 
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pu aur* 



A P* E> P* 



* j*«-i 



5— t-^-t _ — a etc.; 
• P* 

buis remontant aux valeurs de P* % P n P* etc.: 
on obtiendra 
P* ' 
p» l™(/n— 1) (w—i+ï)/ — ^ m /* 



. «p— 1 






«te. ; 

d'où Ton conclura; 



C 7rç— a /m — i— a\» 

passant aux logarithmes ; on aura 

Ai j 

«tf m — 1 . m— 1 
*lr =M -"-y»l :' • * ■ ; 

C . 771*— fi - - 771— fi 



#tc. ; 






des probabilités: 8$ 

et pn observant que 
I— = 1 - + 1-5, ! — = 1 M -s* «*>•*. 

P* n» -f* p» p* ** 

on déterminera , par une suite d'autant plus conver- 
gente que le nombre n sera grand , le rapport de chaque 
terme de la formule proposée, comparé au premier, 
ce qui donnera la probabilité demandée ; car cette for-* 

mule étant divisée par P* , deyient, par les dénomi-. 

nations employées ci-dessus, 

1 — . -f- < — — - *- Jf etc. 

P* P n P? 

En prenant 711 = 90, z = 5, n=ioo, on obtient ^ 
au moyen des six premiers termes de la formule , pouç 
la probabilité de, la, sortie des 90 numéros de la lo-t 
terie de France, la fraction 0,7410, exacte à moire* 
de tôi^r , et qui surpasse beaucoup 5 (*). Il ne serait pas, 
difficile , en rétrogradant, de s'assurer que c'est du 85* 
au 86 e tirage que cette probabilité passe au-delà de {, 
Çn. portant le nombre des tirages à 200 , il suffit des 
deux premiers termes de la formule*, qui donnent 
£j.99â°> probabilité très-peu différente de 1. 

Dans le Mémoire cité, Euler ne 4e borne pas au 
problème dont je viens de donner la solution ; il cherche 
aussi les probabilités pour.la sortie de m— ri, m — a, etc, 
numéros , et parvient à des expressions très - remar-f 



. (*) Euler trouve 0,7419; mais Trembky qui est revenu sur ce tu 
question dans les Méfkoires de PAcadèm. de Berlin, ann. 1 794 et 
?795 ( P a 6- 'fi) ayant mis plus d'exactitude 4 an8 les calculs, est 
parvenu au nombre rapporte ci-dessus. 
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J'indiquerai également aux lecteurs un Me- 
séré dans ceux de l'Académie de Berlin , pour 
75 1, où il détermine les probabilités dans l& 
irtes appelé jeu de rencontre. Le seul emploi 
3orie des permutations le conduit à des résul- 
élégans et très-curieux. 

ïglç des Paris , eide I espérance mathématiques 

csqu'ici je n'ai encore considéré les probabiU-» 
l elles-mêmes ; ruai* le plus souvent on ne les 
[ue pour régler la mise et le gain dans les jeux, 
aérai pour apprécier l'avantage ou Ife désavàn- 
Liniaire des spéculations fondées sur des évé~ 
incertains. Avant qu'aucune théorie mathé- 

eût éclairé celle des hasards » en s'était déjà 
pour regarder comme équitable tout pari dans 
;s parieurs déposent des sommes proportion- 
1 nombre des chances qui les feraient gagneri 
11 , dans le jet d'un dé à 6 faces , parierait 
: une face désignée , ne devrait déposer au jei* 
5* partie de ce qu'y mettrait son adversaire f 

n'aurait en sa faveur que 1 chance, tandis 
re en aurait 5. 

ne naturelle que soit cette conclusion , on la 
jeut-être encore plus évidente , en concevant 
que chaque face du dé soit assignée à un pa« 
Pérent, et que la somme mise au Jeu doit échoir 
ui aura désigné la face amenée par îe jet. H 
as de raison alors* pour que la mise de l'un 
meurs soit plus considérable que celle de tout 
m gain sera donc quintuple de cette mise , et 
l'un voulait se substituer aux 5 autres, avant 
jort eût prononcé > il devrait nécessairement 
dre leur mise ± U déposerait donc 5 fois autant 
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que le premier, c est-à-dire précisément en raison du 
nombre des chances qui sont en sa faveur. 

Ce que je viens de dire sur l'exemple précédent s'ap* 
plîquerak également à de plus compliqués ; on peut 
concevoir de même que 56 parieurs se aont distribué 
toutes les chances comprises dans le tableau de la 
page 7 ; chacun de ces. parieurs doit dépeser 1? même 
somme au jeu , et la totalité des mUes formerait h 
gain d'un seul , ii la condition à remplir était l'ar-r 
rivée de la chance dont il a fait chose ; mais si 
cette condition est seulement d'amener avec les deux 
dés un point désigné, tous ceux des joueurs qui ont 
pris une des chances formant ee point put un droit 
égal an gain ; ils devront donc le prendre en commun * 
•pour se le partager également. Si le point dont il 
«'agit est 8, par exemple, il y aura 5 gagnans, puisque* 
ce point résulte de 5 chances ; le fond» du jeu > com- 
posé de 36 mises particulières, sera donc acquis par 5, 
$i donc on remplace par un seul individu eau* qui 
ont les chances favorables au point 8 , et par un se*- 
<*>nd ceux qui ont toutes les autres , on voit que leurs 
mises respectives seront dans le rapport de 5 à 3i , 
.c'est-è-dire proportionnelle* au nombre de chances qui 
les font gagner» 

Ces considérations, dont Moivre paraît avoir fait 
lisage le premier {Poçtrine &f chqnçes, Pi 3 ) , Justin 
J^ent sufifcsa.uiinent, ce, pif sentie a le principe poaé 
pi-dessus, d'après lequel, si deux joueurs, ayant ep 
leur faveur les probabilités e et /, déposent des sommes 
41 et £, U faut, pour former us p*ri équitable, qu/4 
y ait la proportion : , 

a :b \% e *f> ffou a f— be - 
67. Ce principe salit pour fous les cas eu Je hasard 
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décide en une seule épreuve , parce qu'alors la oôndfc* 
tion des joueurs ne change que par la conclusion do 
l'événement ; ensorte que si la volonté des joueurs * 
ou un empêchement quelconque s'opposait à ce que» 
le hasard, d'où dépend le jeu , fût tenté; chacun d'eu» 
renonçant aux chances qu'il avait acquises par sa mise 
au jeu, la reprendrait en entier. Il n'en est pas do 
même quand , pour terminer le jeu , il faut des épreuves 
répétées , et que quelques-unes ayant déjà eu lieu , ont 
modifié le nombre des chances favorables aux divers 
joueurs ; leur espérance a changé , et avec elle leur 
droit sur le fonds du jeu. C'est sur ce nouveau pied 
qu'il faut régler le partage entr?e*ix, en s' appuyant sur 
la convention généralement établie dans tous les jeux , 
d'après laquelle tout joueur perd la propriété de l'ar* 
gent quit dépose , mais acquiert en revanche sur le 
fonds du jeu un droit proportionnel à la ^probabilité 
qu'il d, de gagner ce fonds. 

Par exemple , une personne parie d'amener deux fois 
le même point dans deux jets consécutifs d'un dé à 
€ faces ; la probabilité de oet événement étant seule- 
ment 3^ , et celle de l'événement contraire ~| , cette 
personne ne doit mettre au jeu que \f u et son adver- 
saire 35. Posons que le premier jet ayant eu lieu, le 
point désigné a paru , et qu'alors les joueurs veuillent 
se séparer ; celui qui a parié d'amener le point désigné 
aurait encore au second jet î chance pour lui et seu- 
lement 5 contre; son espérance est donc. très-différente 
de ce qu'elle était avant te premier jet. Dans oe cas , 
4a mise totale étant considérée comme appartenant au 
jeu , toutes les chances également possibles ont un droit 
égal au partage de cette somme ,. et celui qui réunit 
plusieurs chances doit avoir les parts correspondantes : 
ainsi le premier joueur prendra le 6* de la mue totale* 
ou 6S r % et son adversaire les \ , ou 3c/ r> . 
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58. Sous cette dernière forme, la règle des paru 
Servant à partager la somme déposée par les joueurs , 
avant que le sort ait prononcé eritr'eux , prend le nom 
de règle des partis (*). L'application que Pascal en 
a faite aux questions que lui proposait le chevalier de 
Méré, déjà cité (a3) > a donné naissance au calcul des 
probabilités. Voici Tune des plus simples de ces ques** 
tions : Deux joueurs ont formé un fonds destiné à ce-* 
lui qui aura le plus tôt gagné trois parties y ils se 
séparent lorsque le premier en a gagné deux et le 
second une; on demande la pari que chacun doit avoir 
sur te fonds du jeu , en supposant que la probabilité 
de gagner isolément une partie soit £ pour chaque 

joueur? 

La considération des probabilités composées résout 
bien facilement cette question. S'il était joué une par- 
tie de plus et que le premier joueur la gagnât , il au* 
rait la mise totale; la probabilité de cet événement 
est £. S'il n'arrivait pas , chacun des joueufé ayant alors 
gagné deux parties, la suivante déciderait nécessaire- 
ment leur sort ; mais la probabilité qu'elle serait jouée 
étant £, on aura «J pour la probabilité qu'elle serait ga-> 
gnée par le premier joueur > et de même pour le se- 
cond. Or cette dernière probabilité est la seule que le 
second joueur ait de gagner, tandis que le premiet 

( avait \ dès la partie précédente ; les probabilités to- 
tales sont par conséquent 

i î 3 î 

pourlex - ' joueur, -+-==-j, et pour lé a% -^ 

Si dûnd le fonds du jeu était de 64 pistoles, comme 

(*) Le mot parti étant pris dans le sens de distribution. De là 
est Tenue cette façon de parler ; faire à quelqu'un un bon parti i 
et serait *»• t »&te que de dire la règle des partie** 
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le suppose Pascal , le premier joueur déviait en prendre 
les J, ou 4^ pistoles, et l'autre \ seulement, ou 18. 
Quelque simple qu'il soit, Cet exemple peut suffire pou* 
montrer ce qu'il faut faire dans tous ceux qui pourront 
se présenter, et réduit la difficulté an développement 
de tons les événeméns possibles, jusqu à celui qui amène 
la décision du sort. 

Pascal ne poussait pas ld calcul si loin, daïii 
Texemple ci-dessus; il se bornait à cherche* de qui 
arriverait si la 4* partie était jouée. Dans 1 le cas cfù 
ïe premier joueur la perdrait, lés deux ayant gagné 
«chacun le même nombre de parties , auraient droit 
à la moitié des 64 pistoles : « Donc s'ils ne Veulent point 
» hasarder cette partie , le premier doit dire : Je suis. 
v sûr d'avoir 3a pistoles* car la perte riiêrnë me les 
» donne; mais pour les autres , peut-être je les aurai* 
» peut-être vous les aurei; le hasard est égal , par- 
D tageons donc ces 3â pistoles parla moitié , et dôri-* 
» nez-moi , outre cela , mes 3a pistoles qui me sont 
» sûres. Il aura donc $> pistoles et l'autre 16. * 
( Œuvres de Pascal, t. IV, p. 4l3.) Ce résultat est 
le même que Celui du calcul des probabilités Compo- 
sées , et le raisonnement paraît ici beaucoup plus simple; 
mais il perd cet avantage dans les cas plus compli- 
qués , qu'il ne résout qu*en les faisant dépendre les 
uns des autres , jusqu'à ce qu'ils retombent dans celui-ci. 
Fermât, qui s'occupait du problème des partis en 
même tems que Pascal , y appliquait la méthode des 
combinaisons , plus simple et aussi plus générale , puis- 
qu'elle s'étend à un nombre quelconque de joueurs» 
au lieu que celle de Pascal ne pouvait aller jusqu'à 
trois -, il eut même quelque peine à concevoir remploi 
des combinaisons , lorsqu'il s'agïssait de trois joueurs. 
1 59. La séparation de» joueurs ayant la décision du 
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sort, qui peut n'être qu'un objet de convenance ou 
seulement de spéculation , devient nécessaire dans le 
cas où le terme du jeu cesse d'être assignable, comme 
cela' est possible, du moins mathématiquement, dans 
les parties jouées en rabattant > c'est-à-dire en ne 
comptant jamais que l'excès du nombre de coups gagnés 
par un joueur, sur le nombre de ceux que l'autre a 
gagnés, de sorte que le gain total, ou la fin de la 
partie, dépende d'obtenir, non pas un nombre donné 
de points , mais un nombre qui surpasse d'un excès 
donné, celui des points gagnés par l'autre joueur. 

Pour éclaircir ceci par un exemple, montrons ce 
qui peut arriver lorsque l'excès de points qui fait 
gagner est égal à a ; désignons par A et B les joueurs, 
ainsi que Jes points qu'ils gagnent , et supposons que 
la probabilité d'obtenir un point soit \. Il est évident 
que tous les arrangemens dans lesquels la même lettre 
se trouve aux deux premières places, doivent être exclus 
dès qu'il y a plus de deux places*, puisqu'ils désignent 
un coup qui ne pourrait se présenter qu'après la ter* 
minaison du jeu ; ainsi l'arrangement A A faisant ga- 
gner le joueur A , exclut l'arrangement AAB. On voit 
aussi que la même lettre ne saurait se trouver plus de 
3 fois de suite après la première place; l'arrangement 
BAAAAB 9 par exemple , ne peut entrer dans ceux du 
€• coup, puisqu'il dérive de l'arrangement BAAA > 
qui terminerait le jeu au 4* coup. D'après ces observa-* 
rions, on trouvera que les divers événemens possible» 
tout : 
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au i*' coup, 


au a% 


au 3 e , 


au 4«; 


A 


AA 


ABA 


ABAA 


DU B 


AB 


ABB 


A BAB' 




BA 


BAA 


ABBÀ 




BB 


BAB 


ÀBBB 
BAAA 
BAAB 
BABA 
BABB. 



etcV 



En cherchant d'abord, dans ce tableau, dont ld 
continuation ne présente aucune difficulté , les arran-» 
gemens où le nombre des répétitions d'une même lettre 
surpasse de a celui des répétitions de l'autre lettre* 
et qui terminent le jeu, on en trouveras au a* coup* 
savoir, A A et BB\ 4 au 4 e coupj savoir j 

ABAA, ABBB, BAÀA, ÈABB, 

et ainsi de suite; Les probabilités étant £ pour chaque 
événement du 2 e coup, £ pour ceux du 3% -j^ pou? 
ceux du 4 > etc.; on aura la probabilité 2.3 = •£ 
que la partie se terminera au 22 e coup, 4 •'^ = 7 qu'elle 
finira précisément au 4 e coup, et paf conséquent, la 
probabilité £ -f» £ qu'elle ne se prolongera pas «au-delà 
de 4 coups; on trouverait £+x + | pour le 6* coup, 
et ainsi de suite ; car il est d'ailleurs évident que la 
partie ne peut se terminer qu'à un nombre pair de 
eoupsi 

Si les joueurs voulaient se séparer avant la décision 
du sort, comme l'époque de cette décision est indéter- 
minée, il faudrait qu'ils convinssent préalablement du 
nombre de coups sur lequel ils se proposent de régler leur" 
partage* Je supposerai) pour compléter l'exemple que je 
donne ici, qu'au i ,r coup le joueur A ayant un point t 
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propose la cessation du jeu ; le tableau précédent montre 
que le 1 er coup ayant amené l'événement A , il ne reste 
au second coup que les événemens A A etAB, dont la 
probabilité est {. Le premier fait gagner le joueur A ; 
le second, réduisant les deux joueurs à l'égalité, donne à 
chacun la probabilité \ de gagner, la même qu'il avait 
en se mettant au jeu. Suivant ces remarques, les probabi- 
lités sont, pour le i cr joueur, i + £.£ = J \ pour le a , 
7. }= J. Si donc ils prennent le second coup pour régler 
leur séparation, le joueur A aura les | de la somme 
déposée, et le joueur B seulement \\ ce qui est 
d'ailleurs évident ," puisque le point A arrivé au pre- 
mier coup, excluant les arrangemens BA et BB du 
2* coup , ne laisse à ce joueur que la part assignée 
par l'événement AB. 

Si le gain de la partie dépendait d'obtenir une su- 
périorité de 3 points, le tableau des événemens pos-' 
sibles à chaque coup deviendrait beaucoup plus com- 
pliqué; il en présenterait 8 au 3 e coup, sur lesquels 
2 termineraient le jeu , 1 2 au 4"; û 4 au 5 e , sur les- 
quels 6 termineraient le jeu, etc. ; les probabilités des 
événemens étant £ au i* r coup , j au 2*, | au 3*, -^au 
4*, -^ au 5*, etc. , on trouverait que la probabilité d» 
finir la partie 

au 3 e coup serait j > au 5 e , -g > au 7% 2J7 » etc. ; . 

et par conséquent la probabilité qu'elle n'irait pas, 
au-delà du 

5* coup , serait i + -g ; du 7*, I -f- — + JL etc . 

Quand la supériorité de points qui Fait gagner sur- 
passe 3 , l'on ne tombe plus sur une progression^ par 
quotiens ; mais la solution complète de ce problème , 

7 



X 
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l'un des plus difficile* qu'on se soit proposés sur ce 
sujet > ne saurait trouver place dans ce Traité. (Voyez 
la note II.) 

60. La considération des sommes éventuelles, c'est- 
à-dire dépendantes du hasard , a introduit dans le cal- 
cul des probabilités une expression qui mérite un exa- 
men particulier , celle d * espérance mathématique , par 
laquelle on désigne le produit (Tune somme éventuelle 
par la probabilité de L'obtenir. C'est dan» la règle des 
partis qu'on en saisit le mieux la raison. Lorsque des 
joueurs consentent à partager le fonds du jeu- ayant 
que le sort en ait disposé, ils n'ont encore- que des 
espérances; et cette règle accordant à chacun d'eux» 
sur la somme déposée, une partie indiquée par la 
probabilité qu'il a de gagner le tout, il était assez 
naturel de prendre cette partie pour la valeur de son 
attente. On pourrait aussi la considérer comme ce 
que devrait lui payer quelqu'un, qui voudrait prendre 
sa place si le jeu continuait. On va retrouver ce» divers- 
points de vue dans la règle des paris* 

61. Premièrement, l'équation af= 6e (56) exprime 
l'égalité des produits formés en. multipliant le gain 
qu'espère chaque joueur, parla probabilité de l'obte- 
nir : on peut donc dire que dans un pari équitable , 
les espérances mathématiques des deux parieurs doivent 
être égales. 

Secondement, si on regarde les mises de ces joueurs 
comme ne leur appartenant plus, dès «qu'elles sont 
déposées , et qu'on évalue l'espérance sur la rentrée 
de la somme de ces mise», que produit, le gain du 
pari , on- aura 

r a + b) e pour le i" joueur, (»+&)/* pour le a* ; 

et à cause que be = af et e +/" = 1 , ces valeurs sont 
^etpt&tivemeat égales aux mise» 'a et 6. Qu voit dono 



\ 
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que la mise de chaque joueur doit être égale à son 
espérance mathématique sur la somme déposée pour 
former le fonds du jeu; elle peut être considérée 
comme le prix qu'il donne pour acquérir cette espérance. 
Troisièmement, si 011 met l'équation af—be sous 
la forme 

be — af= o , 

et qu'on regarde les pertes comme des sommes néga- 
tives , le produit — afdù la somme — a f par la pro- 
babilité f de la perdre , pourra entrer dans l'évaluation 
de £ espérance mathématique du premier joueur, la- 
quelle se formera alors en multipliant le profit ou la 
perte que lui apportent chacun des événemens possibles, 
pat la probabilité de ces événemehs , et donnant aux 
pertes le signe — . Elle sera égale à zéro , dans le cas 
du pari équitable ; ce qui veut dire que l'état du joueur 
doit être envisagé comme n'étant pas changé par son- 
entrée au jeu. 

Ce dernier point de vue semble présenter une con- 
tradiction dans les termes ; car l'état indiqué par l'es- 
pérance mathématique du joueur est fictif, il n'est point 
celui qui a lieu dans la réalité. Après la décision du 
sort, l'argent du joueur sera augmenté de b ou dimi- 
nué de a, selon qu'il aura gagné ou perdu. Dans l'un 
et Fautre cas , son état sera différent de ce qu'il était 
avant le jeu. Comment donc interpréter cette conclu- 
sion, dans laquelle semblent se compenser l'un par 
l'autre deux événemens qui s'excluent mutuellement ? 
Far les conséquences des épreuves répétées , dont la 
multiplication tend sans cesse à opérer la compen- 
sation des pertes et des gains , en rapprochant la dis-* 
tribution des événemeas simples du rapport de leurs 
probabilités. 
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62. Cette explication, donnée par Condorcet, qui 
à le premier remarqué la difficulté, s'appuie sur 4 dei 
propositions démontrées par le calcul. D'abord, dans 
Un nombre quelconque d'épreuves , le' plus probable 
des événemens composés est précisément celui où le 
gain égale la perte. En effet, si les événemens A et B t 
dont l'un fait gagner b et l'autre perdre a, ont res- 
pectivement les probabilités 



to+/ï * J m-f-n ' 

on aura 

• - 0771-— an 
be — af = -« — j ; 

et dans un nombre r(m-{*n) d'épreuves, l'événement 
le plus probable étant composé de rm événemens A 
et de m événemens JB (227) , donnera au joueur qui 
parie pour A , la somme 

bmr — anr> 
qui s'évanouit quand on a l'équation 

bm — an = o , ou la proportion a l b :: m l n $ 

c'est-à-dire lorsque les mises sont en raison des pro- 
babilités (56). 

63. A la vérité, ce résultat précis ne repose que 
sur une probabilité relative ; mais on peut obtenir 
une probabilité absolue , de plus en plus grande , d'en 
approcher aussi près qu'on le voudra , savoir , la pro- 
babilité que le rapport du nombre des événemens A 
au nombre des épreuves sera compris entre les limites 

m+i ^ m— 1 
et 



lorsqu'on embrassera r(m-f-n) épreuves (3a). 
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Ecrivons dans ces formules sm et Sn à la place de 
m et de n , suivant l' observation du n° 33 *, les limites 
ci-dessus devenant 

sm+ 1 sm— - 1 

s(m + n) * s(m -f- jx) * 

*e rapporteront à des événemens composés dans les- 
quels il en entrera au plus rsm + r de l'espèce A 
avec rc/i — r de l'espèce 2?, et au moins rsm — r de 
l'espèce A avec nn + rde l'espèce B. Dans le pre- 
mier cas, le joueur qui parie pour A recevra... 
(rsm + r)b, et donnera (rsn-*-r)a\ la valeur de cet 
événement eomposé sera donc 

(rsm -f f)b — (rsn — f)a = rs (mb—na + ^—\ 
3i elle est positive, ce qui arrivera quand 

pi* + •—; — > »* i 

o 

elle exprimera le gain du Joueur qui parie pour A, 
et la perte de celui qui parie pour B. 

Dans le second cas , au lieu de la valeur ci-dessus 
on aura 

(rsm-«r)fr— ,(mi+ir)a=rj \mb--w — ^tJ\ f 
Valeur qui sera négative si 

na -| ! — > roi . 

et qui alors exprimera une perte pour le premier 
joueur, un gain pour le second.. 

Quand bm — anzrzo, tout devient égal entr eux ; 
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ils ont la même probabilité de ne pas gagner et de 

ne pas perdre au-delà de la somme 

"(jT^) = <«+«.■ 

C'est une partie déterminée de la mise totale de chaque 
joueur ; car si on y remplace h par sa valeur — , 
tirée de l'équation 

bm — a» = o , 

elle deviendra - n t - m ~'~ r . , et la mise totale dn joueur 
qui parie pour A étant rsa{m+ii)=M, on anra 

*■+»•= = ! 

la somme gagnée ou perdue a donc avec la mise te-. 
' taie , le rapport — qui diminue à mesure que $ aug- 
mente. 

On trouverait de même , en chassant a au lieu de £ , 
que 

V * ' sn 
ce qui donne, pour le second joueur, le rapport — » 

64- Supposons maintenant que l'équation 

bm — an — :o n'ait pas lieu, mais que l'espérance du se- 
cond joueur l'emporte sur celle du premier: posons, 
en conséquence, an = bm+c; il en résultera , dans 
It premier cas, 

„( - ' 5L±* Ï / 6ain du i« joueur, 
*V + ~7V t perte du 9', 



DES PROBABILITÉS. lo3 

*t tîans le second cas, 

a + ^\ ( perte du i** joueur; 



~< -* T±9 { 



gain du a*. 



On voit par ces expressions, que le gain du i* r jotievr 
se change en perte, et la perte du a* en gain, dès. 

•n. I A 

que c > ; le 1 er joueur perdra donc dans toute 

s 

l'étendue des limites assignées aux événemens compo- 
sés , tandis que le a* gagnera toujours entre ces meures 
limites. Or le nombre s pouvant être pris aussi grand 
qu'on voudra , il s'ensuit -que quelque petite que soit 
la différence qu'on établisse entre les espérances mtz- 
thématiques de deux joueurs , on pourra , en mul~ 
tipliant le nombre des épreuves , obtenir telle proba~ 
bilité qu'on voudra , que le joueur favorisé sera toujours* 
en gain , et Vautre toujours en perte. 

Cette dernière proposition me paraît bien suffisante 
pour justifier la règle du pari équitable et fixer le sens, 
que Ton doit attacher à l'espérance mathématique ; 
elle prouve la nécessité de faire entrer la répétition 
des hasards dans l'appréciation des pertes et des* gains 
qu'ils amènent, et justifie complètement l'assertion qui 
termine le n° 5j (*). 



■ttoi 



(*) Condortet ajoute encore les considérations suivantes qui ne 
•ont pas moins curieuses. * 

Dans le développement de (9» •+• /i) r (» r *-«) la somme des termes qui 
précèdent le plus grand , celui qui est affecté de m rm n rm , comparée 
a la valeur totale du développement, tend sans cesse vers le rapport 
f ; il en est de même de la somme des termes qui suivent ce plua 
grand. Les premiers répondent au* événemens qui font gagner le 
joueur pariant pour A , les autres aux événemens qui font gagner 
son adversaire , lorsque leurs espérances mathématiques sont égales, 
et seulement dans ce cas. Il résulte évidemment de la que l'état des 
joueurs est parfaitement le xnime,puisqu'à mesure que les épreujt* 
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65. Je n'ai encore considéré que deux événement 
possibles à chaque épreuve •, mais on applique Yespé- 
Tance mathématique à l'évaluation de tous les genre» 
ile hasard. Soit , par > exemple, un dé à 6 faces , 
marquées depuis i jusque 6 , pour F apparition de cha- 
cune desquelles un joueur s'engage à donner à celui 
qui jette le dé , autant de francs quelle contient de 
points; on demande la somme que ce dernier doit 
mettre au jeu? L'espérance mathématique de celui-ci 
se forme en ajoutant celles que donnent tous les évé- 
Bemens possibles, et qui sont égales au produit du 
nombre de points marqués sur les diverses faces, par 
la probabilité -g d'en amener une quelconque : le ré- 
sultat est 

i(i + a +3 + 4 + 5 4-6)= &" ;• 

Aucun événement ne rapportera précisément cette 
somme; mais elle est la moyenne (pu elle tient le 
milieu) entre les gains et les pertes , c'est-à-dire que 
les unes sont autant au-dessus que les autres sont au- 
dessous. En effet, le second joueur éprouvera, sur 
les points 

i, a, o, les pertes a /r# -, i fu -> - , 

et sur les points 

4, 5, 6, les gains - , î^--, a/'--: 

les unes compensent les autres. Pour le premier joueur, 
ce serait la même chose , mais dans, l'ordre inverse. 

se répètent» le$ probabilités de gain tendent à devenir égales, pour 
tous deux ( Essai sur la probabilité des décisions, etc. , p, i4v>«)« 
Lies bornes dans lesquelles je me suis proposé de resserrer cet ou?» 
vrage , ne me permettent pas de rapportée, la démonstration de la 
proposition ci-dessus. 
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Cette compensation peut ne jamais s'effectuer dans 
l'exactitude rigoureuse ; maïs les épreuves multipliées 
tendent sans cesse à la produire , comme aussi à opérer 
l'accumulation des plus petits avantages : c'est ce que 
l'expérience prouve chaque, jour. Les personnes qui 
jouent constamment entr'elles des jeux de société, où 
les conditions du pari sont égales , et qui parviennent 
à peu près au même degré d'habileté , voient à la 
longue leurs pertes et leurs gains se rapprocher beau- 
coup ; au contraire , les banquiers qui se chargent 
de tenir un jeu de pur hasard, moyennant certains 
avantages sur les chances , se procurent un bénéfice 
assuré, dès qu'ils ont des fonds suffisans pour faire 
face à quelques événemens trop défavorables qui peuvent 
arriver de teins à autres, 

66. Le succès des loteries est de ce genre; il est 
fondé sur ce qu'elle ne rendent pas à ceux qui y mettent 
(ou aux pontes), le gain correspondant aux risques qu'ils 
courent ; la disproportion est le plus souvent considé- 
rable , et augmente à mesure que les probabilités 
de succès diminuent, ainsi qu'on va le voir dans la 
loterie de France. 

L'extrait simple, ou la sortie d'un seul numéro, ne 
rend que i5 fois la mise, quoique sa probabilité n'étant 

que --q (44) > H devrait produire un gain égal à 17 fois 
10 

la mise, et rendre par conséquent 18 fois cette mise. 
L'espérance mathématique du banquier excède donc 

3 1 

ici de -77 = 7: celle des pontes. 
10 6 r 

U extrait déterminé , ou la sortie d'un seul numéro , 
à une place marquée du tirage , le premier , par exemple, 
ne rend que 70 fois la mise , pour une probabilité égale 



1 



îcG 
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à — ; l'avantage du banquier, sur ce hasard» est 

donc — = -. 
t 9° 9 
L*ambe, ou la sortie, dans le même tirage , de deux 
numéros désignés , ne rend que â7ofoîs la misermais 90 nu- 
méros , combinés 2 à a , produisant 5— ?=4oo5 arabes* 

* 5.4 

et les 5 numéros d'un tirage — ~ = 10/ la probabi-r 
lité de la sortie d'un ambe est - — = ; la probabilité 
contraire, ~^\ le gain du ponte deyrak donc êt*e 



3.995 _ 



Jfx& 



10 



= 399,5 fois la mise ; t'avantage du banquier est 
par conséquent 

,* c n % 10 *3o5 sa 

Uambe déterminé , ou ta sortie de deux numéros, 
désignés, dans une place donnée du tirage, ne rend 
que 5 100 fois la mise. Comme il s'agit ici des arran-» 
gemens deux à deux, et non pas des combinaisons , 
les 90 numéros produisent 8010 ambes déterminés; 
de plus , la place étant fixée dans le tirage , la pro- 
babilité d'un ambe déterminé sera par conséquent 

s ; la probabilité contraire, g — -; le gain du : ponte* 

devrait donc être 8009 fois la mise ; l'avantage du, 
banquier est par conséquent 

(8oo 9 -5o 99 )gi^ = gi. 

ke terne, ou la sortie, dans, le même tirage, de> 
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trois numéros désignés , ne rend que 55oo fois la mise 5 
niais go numéros, combinés 3 à 3, produisant 

■ * 3'g y- = 1 17480 ternes , et les 5 numéros du tirage , 



1.3. 3 



5.4.3 

\ = 10 , la probabilité de la sortie d'un terne 

10 * 1 V L'T.' *- • ll 747. 

est -^- = ^ ; la probabilité contraire , — —fc * 

117480 11748' ^ 11748 

le gain du ponte devrait donc être wjJfl foîa la mise ; 

l'avantage du banquier est par conséquent 

0,747-5499)^=^ = ^. 

Le quaterne, ou la sortie, dans le même tirage, 
de quatre numéros désignés , ne rend que 76000 fois. 
la mise; mais les go mimçros, combinés 4 * 4> pro- 
duisant g / ~ — a555igo quaternes , et les 5 

numéros du tirage, * ' =5, la probabilité da 

1.3*0 • A 

5 1 

la sortie, d'un quaterne est rgr , -sr •= « • la pro- 

a555igo 5no38 r 

011 o3*7 

habilité contraire , = =g *, le gain du ponte devrait 

donc être 5 ,11037 fois la mise; l'avantage du banquier 
est par conséquent 

(5uo3 7 - 74999) g-.g- = «—^ = ^. 

On pouvait mettre autrefois sur le quine , ou sur la, 
«ortie, dans le même tirage, de cinq numéros dési- 
gnés , qui ne rendait que 1 000 000 de fois la mise ; 
mais les go numéros , combinés 5 à 5 , produisant 

go . 80 . 88 . 87 . 86 /( _ , ~ . a1 t 

- g . r — = 43 949- a "8 quine*, et les 5 

1*2* 0*4«D 



nu- 
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méros du tirage , 1 , la probabilité de la sortie (Tun 
quine était donc /g / ^ 5 \ '* probabilité contraire , 

75^r — *g; le gain du ponte aurait donc dû être 

43 949 267 fois la mise *, l'avantage du banquier était par 
conséquent 

(45949 *6 7 -999999) ^^=|5|2|.; 

• 4* 

et surpassait ~=. 

On a supprimé cette manière dé jouer, dans la- 
quelle la difficulté de gagner était si grande , qu'elle 
devait rebuter presque tout le monde. Pour s'en faire 
bientôt une idée , il suffit de considérer qu'en faisant 
2 tirages par mois dans 4 villes différentes , ce qui don- 
nerait 96 tirages dans un an, il faudrait plus de 
457804 ans pour que tous les quines fussent sortis, 
en supposant encore qu'aucun ne se fût répété pendant 
cet immense intervalle. La sortie de tous, les quaternes 
exigerait, dans la même hypothèse, plus de 53a3 ans : 
on trouverait bien autre chose encore, si, par la for- 
mule du n° 54 > on cherchait le nombre de tirages quMl 
faudrait embrasser pour obtenir la probabilité £ de 
gagner un quine ou un quaterne. 

67. Il ne faut pas croire pourtant que le gain du ban- 
quier, à la loterie, soit aussi démesuré que le montrent 
les calculs précédens. Pour que la grande dispropor- 
tion établie entre la mise et le gain produisît infaillible- 
ment son plein effet , il faudrait que toutes les combi- 
naisons des numéros fussent jouées avec de» mises égales, 
mais c'est ce qui est bien loin d'arriver. Les mises par 
entrait, qui sont les plus nombreuses, se distribuent 
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très-inégalement entre les go numéros, selon la date 
de leur dernière sortie , ou d'après des rêveries supers- 
titieuses ; aussi l'administration de la loterie , qui crai- 
gnait la sortie d'un numéro trop chargé de mises , s'était 
réservé le droit de le fermer, c'est-à-dire de ne pas 
recevoir les mises qui seraient faites sur ce numéro ; 
mais une longue expérience l'ayant bien rassurée sur 
cette crainte , elle ne met plus à présent de restriction 
à la volonté des pontes : seulement, comme autrefois , 
•lie fait vendre des billets arrangés d'avance , afin de 
répandre autant qu'il est possible les mises sur toutes 
les combinaisons. Cependant il n'est pas nécessaire que 
le partage des mises approche beaucoup de l'égalité , 
pour mettre le banquier hors de perte : c'est ce dont on 
peut se convaincre, en considérant ses avantages sous 
le rapport des recettes aux dépenses dans chaque tirage. 
Si toutes les mises par extrait étaient les mêmes *' 
un tirage lui coûterait 5 X i5 mises, pu jS mises ; 
s'il en avait reçu 90, il aurait un bénéfice assuré de 
i5 mises , et il serait au pair , s'il y avait eu seulement 
76 numéros placés. Faisant le même calcul sur les 
autres manières de jouer les numéros, on verra l'ex- 
cédant de la recette sur la dépense augmenter d'une 
manière si rapide, que le pair est atteint bien avant que 
toutes les combinaisons ou les arrangemens soient 
remplis. 

Au reste, les profits bien constatés de la loterie ; 
pendant une longue suite d'années , les pertes et les 
désordres , malheureusement aussi bien constatés , dont 
elle a été la cause , pour une multitude de gens de 
toute profession, enivrés par ses espérances trompeuses»' 
parlent encore plus haut que les calculs précédens , 
contre la faiblesse qui fait hasarder dans nn jeu aussi 
inégal un argent dont on pourrait faire un usage 
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profitable autant à l'amélioration des mœurs qii'àtift 
avantages physiques des hommes , s'il y avait des caisses' 
d'épargnes solidement établies , sagement administrées , 
où recueillant les petites économies de l'ouvrier labo-» 
rieux et du domestique fidèle , on leur préparât des 
ressources assurées pour le tems dé la vieillesse et dea 
infirmités. 

Ceux qui veulent absolument se bercer d*eepérances 
frivoles, ont retourné de toutes les manières les com- 
binaisons que présentent la constitution de la loterie 
et les tableaux des numéros sortis depuis son établis- 1 
sèment, afin d'y chercher un moyen de trouver son 
côté faible. Ce qu'ils ont pu faire de moins déraison-» 
nable revient à^déterminer des progressions de mises 
croissant de manière qu'un événement heureux dont 
la probabilité serait assez considérable , pût- couvrir 
la perte passée ; mais par ce moyen on ne saurait ar- 
river à une probabilité un peu grande d'obtenir tin gain 
même très -faible , qu'en exposant une somme assez 
forte pour que sa perte entraînât de bien plus grave* 
ïnconvéniens que le gain ne pourrait donner d'avan- 
tages. Les pontes qui ont peu de fortune ne sauraient 
suivre de semblables jeux, ce qu'on appelle faire la 
martingale , sans se gêner ou s'obérer , et sont souvent 
forcés de les abandonner, en perdant tout Ce 'qu'ils 
y ont exposé. Quant aux gens riches, ils peuvent faire 
de leurs- capitaux un emploi bien plus avantageux, en 
se livrant aux améliorations de l'agriculture , au per- 
fectionnement des arts , au développement du com- 
merce. Dans cette espèce de jeu, dont on peut dire 
.que la nature est le banquier, parce que sa force repro- 
ductive en fait le fonds , les pontes sages et éclairés 1 
augmentent leur fortune en procurant à la société un 
accroissement de bien-être. 
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De l'Espérance morale. 

68. Ce n'est pas seulement à un jeu inégal qu'un homme 
sensé ne voudra point exposer une somme un peu forte, 
dans l'espérance d'un petit gain très-probable ; il pen- 
serait encore ainsi, quand même les conditions du jeu 
seraient égales \ mais il se déterminerait au contraire, 
aisément à risquer une faible somme, pour obtenir 
un gain considérable, et d'une probabilité fort petite. 
L'un et l'autre de ces cas peuvent néanmoins répondre 
à la même espérance mathématique, puisque l'équar- 
tion be = af subsistera toujours, si, dans chacun de 
ses membres l'un des facteurs diminue dans le même 
rapport que l'autre augmente. L'appréciation morale 
de l'événement diffère donc ici de son évaluation, ma- 
thématique. La< cause en est dans la diaproportion 
entre les conséquences d'une perte qui diminuerait con- 
sidérablement la fortune du joueur, et celles d'un gain 
qui n'y apporterait qu'une très-légère augmentation. 11 
est incontestable que la valeur absolue d'une somma, 
d'argent n'est pas toujours la mesure précise de soîv 
importance : elle doit le plus souvent s'estimer d'après, 
les privations que sa perte impose , ou les jouissances 
que son gain procure -, ce qui dépend de l'état de la 
fortune de celui qui doit la perdre, ou la gagner *, mais 
comment introduire cette considération dans les cal- 
culs ? Quelle proportion convient-il d'établir entre le 
bien possédé et les sommes éventuelles ? Quelle for- 
mule , satisfaisant à toutes les conditions du sujet , doit 
être substituée à celle de l'espérance mathématique ? 
Enfin, convient-il d'abandonner cette appréciation des 
événemens incertains ? C'est ce que je vais examiner 
successivement. 

fia. Pour donner des bases à l'estimation relative* 
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des pertes et des gains , il paraîtrait d'abord indispen- 
sable de classer les objets de dépenses suivant leur 
degré d'utilité ; mais il serait bien difficile de former 
de cette manière un tarif avoué par tout le monde. 
Les aises, le superflu même, auxquels on s'est habi- 
tué, sont souvent regardés comme faisant partie du 
nécessaire, et chacun en établit les rapports selon ses 
dispositions et ses goûts. On ne voit donc dans l'idée 
de perte et de gain relatifs , que le plus ou le moins, 
sentis d'une manière vague qui laisse absolument indé- 
terminée la loi d'accroissement et de diminution de 
leurs rapports d'importance ; ensorte qu'il n'y a d'autre 
moyen d'y appliquer le calcul , que d'établir une hypo- 
thèse , pour en faire l'épreuve par la comparaison de 
ses conséquences avec ce qu'indique le simple bon sens, 
procédé qui ne saurait mener à des résultats précis , 
mais conduit seulement à distinguer le plausible de 
l'absurde. 

Ce qui se présente de mieux, au premier coup d'oeil, est 
de prendre pour mesure de l'importance d'une somme 
ajoutée à un bien quelconque, le rapport de l'une à 
l'autre, et d'admettre en conséquence que l'homme 
qui possède iooo^ r# , et qui gagne ioo^ r, J en reçoit un 
avantage égal à celui que procure un gain de ioooo^ r# 
au possesseur de iooooc/ r, > ouïe gain de \f r ' à l'homme 
n'ayant que io^ r# 

Dès que l'on fait entrer dans l'appréciation des 
sommes éventuelles , la considération du bien antérieu- 
rement possédé , la même somme acquiert plus d'im- 
portance lorsqu'on la perd que lorsqu'on la gagne. En 
effet , le joueur qui , possédant iooo^ r *, va risquer une 
somme de ioc/ r *, s'expose à perdre la 10 e partie de 
«on bien ; l'importance de cette somme pour lui est 
représentée alors par -~ ', mais s'il la gagne , comms 
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il aura i ioc/ r *, la même somme de ioc/ K né sera plus 
que ~ de sa fortune ; elle aura par conséquent diminué 
de valeur morale. Buffon , qui a proposé cette hypo- 
thèse } en conclut que le jeu le plus simple et le plus 
égal , celui dans lequel deux personnes qui possèdent 
autant de bien Tune que l'autre , ont en leur faveur un 
nombre égal de chances , entraîne toujours une perte 
absolue d'aisance , puisque l'événement diminue plus 
le bien-être du perdant qu'il n'augmente celui du ga- 
gnant. Dans l'exemple ci - dessus , l'estimation de 
cette perte serait i^ — tt = tt^ > ^ ans ce ^ u i de Buffon , 
la somme éventuelle étant la moitié de la fortune des 
Joueurs , les valeurs morales de la perte et du gain sont 
exprimées par i et -j, dont la différence est £ (*). 

En général , soit a le bien antérieur , et * la somme 
éventuelle; l'importance de cette somme sera expri- 
mée par 

*•-. comme perte, — ; — , comme gain. 
a r a + * ° 

« a 



et la différence par — ? — - — r. 



Ceci conduit naturellement à chercher la valeur de 
la perte d'une importance équivalente au gain «. Soit 
x cette perte; on aura 



x « ,, , a* 

dou x ^= 



a 
On voit par la dernière expression de x , que sa va- 
leur approchera d'autant plus de *, que la fraction 

- sera plus petite; ensorte que le gain et la perte 



(*) Essais d'Arithmétique morale, p. 69 du t. IV du Supplé- 
ment de l'Histoire naturelle, édition in-4°. 

8 
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ne peuvent être d'égale importance que lorsqu'il» aoât 
infiniment petits par rapport au bien antérieur. 

70. C'est dans cet état que Daniel^Bernoulli les con- 
sidère d'abotd , et suppose que leur valeur morale on 
leur importance , qu'il désigne par le mot latin eroo— 
lumentum , est en raison inverse du bien antérieur (*)• 
H conçoit ensuite qu'un bien quelconque est pi%duk 
par l'accumulation d'un nombre infini de petits ao 
croissemens dont chacun y ajoute un degré d'impor- 
tance proportionnel à son rapport avec le capital déjà 
formé. La somme de tous ces degrés compose l'impor- 
tance ou la valeur morale de la somme produite ainsi. 
En désignant par * les petits accroissemens du capi- 
tal, par a, a', a", d*...x ses valeurs successives, et 
par k un nombre constant , l'importance du capital x 
sera exprimée par la suite 

ka , k* km , k* km 

~ T TT • "TiT "f" "~j* T ^ » 

a a a a x—m 

dont la somme, lorsqu'on suppose « infiniment petit, 
s'obtient avec la plus grande facilité par le calcul inté*~ . 
gral ( Voyez la note III.). Avec ce secours, on trouve 

k 1 - pour la mesure de l'importance cherchée. 

Pour s'assurer que cette mesure remplit la condition 
demandée, il suffit de connaître le développement du 
logarithme en série ( Voyez le Complém. des Elém. 
cP Algèbre.*) 5 car si on suppose que x se change en 

x fx ~J"*#\ 

x-\-m > l'expression 1 - devenant lf J s'accroîtra 



(*) Commentarii Açademiœ Petropolitanœ , u V, p. i?5-- 
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clip U quantité . I 

»( £ ?)-«i-K £ ^)=K'*i)= 

«{- — — ;+ ^-^î— etc. > 4 
tandis que la suite, posée plus haut s'augmentera du 

ktà 

terme — •, et ces accroissemens approcheront d'autant 

plus de l'égalité* que * sera plus petit. 

Le diviseur a désigne ici un bien primitif au- dessous 
duquel ne saurait tomber la valeur de x , qu'on ne petit 
pas supposer négative ; car , comme le remarque; 
Éernoulli , il n'y a que l'individu mourant actuelle- 
ment de faim,, duquel on puisse dire qu'il ne possède 
rien absolument, « Celui qui se procure en mendiant 
y) une somme annuelle (Je 10 pièces d'or, n'en accep- 
T) terait pas 5o soue la condition de renoncer à ce 
a moyen de gagner sa vie , aussi bien qu'à tout autre. Il 

* en est ainsi de peux qui ne vivent qu'en empruntant* 

* Pourraient-ils s'interdire à jamais cette ressource 9 

* moyennant une somme plus considérable mfme que 
» celle qui les libérerait de leurs dettes ? Si donc le 

* mendiant et l'emprunteur ne veulent pas renoncer 

* à cette sorte de profession , le premier, à moins d'un 
» capital de 100 pièces d'or, et le second, à moine 
» d'un capital de îooo , nous regarderons l'un comme 
» riche de ioo pièces, et l'autre de îooo, quoique, 
ji dans le langage ordinaire, on dise que l'un n'a. rien, 
î» et l'autre moins que rien. » En général , le bien pos- 
sédé par un individu est au moins représenté par la 
subsistance qu'il tire de l'emploi de sa force et de son 
industrie, et ne s'anéantit qu'avec sa vie. 

yi. Si nous représentons par y l'importance duca- 

8.. 



- 1 
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pital x , et par y' celle du capital x' y nous auronr 

. v'-^y = 1KX — — 'ikl- = 41.-. 

J •* » a a a; 

Supposons maintenant 3 comme dans le n° 6*9 , que a 
soit un bien et « une somme éventuelle quelconques ; 
en posant x = a , a/=a-+-* et a/ = a — *, l'im- 
pqrtance de la somme « sera exprimée par 

& 1 , comme gain , k 1 , comme perte , 

a ° a. 

et négative dans le dernier état. 

Pour .déterminer la perte a; dont l'importance serait 
égale à celle du. gain *, nous poserons 

— ftl = £1 -, doù - = — — -*. 

a a . a— a; a 

1 a* 

. ,et a: = 



a -f- « 

. Cette valeur est la même que celle qui résulte de l'hy- 
pothèse de Buffon, quoique d'ailleurs cette hypothèse 
fesse croître bien plus rapidement que celle de Bernoulli 
l'importance des pertes. Ainsi deux hypothèses, fort 
éloignées l'une de l'autre , satisfont donc aux seules 
conditions que le su^t impose au premier coup d'oeil > 
savoir, celle.de diminuer le prix des Sommes éven- 
tuelles, à mesure que le bien, antérieur est plus con- 
sidérable, et de donner plus* d'importance à la perte 
qu'au gain. On pourrait trouver une infinité d'autres 
hypothèses qui en feraient autant -, mais celle de Ber- 
noulli parait la plus plausible , parce qu'elle descend 
aux élémens- mêmes. dont se forment les capitaux, et 
que c'est en effet par les très-petites sommes qu'on pçut 
perdre ou gagner avec indifférence, ijue le sentiment 
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commun fait apprécier les divers états de fortune. 
a II s'embarrasse , dit-on , de perdre un écu , comme 
n moi de perdre un sou, » C'est comme si on disait ; 
« Un écu est à sa fortune ce qu'un sou est à la mienne.» 
73. Aux valeurs absolues des sommes attachées à des 
événemens incertains , : Daniel Bernoulli substitue les 
valeurs morales , ou l'importance des capitaux résul- 
tant des modifications que ces événemens apportent 
à la fortune du joueur. Si, par exemple, des événe- 
mens dont les probabilités sonte,f, g, doivent pro- 
duire des sommes *, £, y , et que a désigne le bien 
antérieur, au lieu de l'espérance mathématique 

on prendra 

■ri. t {.iï±s+/i£±« +f iS±ï} 

pour la valeur morale de la fortune du joueur qui 
attend ces événemens. C'est lace que Bernoulli nomme 
la mesure du sort (mensura sortis) ; et ce que M. Laplace 
appelle fortune morale (*), par opposition à la for- 
tune physique , c*est-à-dire à la valeur absolue du ca- 
pital ayant une importance équivalente. En désignant 
ce capital par X, on aura 

y=fel-, d'où X=(a + «y(a + jiy (a + y)*, 

Ci 

1 

à cause que e -f-/+g = 1 (12). 

Si Pon cherchait l'équivalent du gain ou ce que 
M. Laplace appelle espérance morale, il faudrait faire 
X = a-fcx y ce qui donnerait 

x = (a -f? *)' (a -f- fi)f (a + y)* >— a.. 

' < ' I ' I ' I , ■ Il ' ■ ' I I I I — ^M^d— W^ 

(*) Théorie analytique des, Probabilités p. 433. 
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En développant les puissances et les multiplications 
indiquées dans le second membre , et se bornant aux 
termes où les sommes éventuelles #, fi, y ne s'élèvent 
qu'à la première puissance , on trouvera 

ce qui se réduit à 

* — e*+ffi+gY> 
puisque e +f+g=i, e +f+g— 1= o 

Ce résultat, le même que Y espérance mathématique^ 
montre que Y espérance morale à sensiblement la même 
valeur , lorsque les sommes éventuelles sont très-rpe-» 
rites par rapport an bien antérieur , conséquence qu'il 
ne faut pas perdre de vue , et qui suit également de 
toutes les hypothèses qu'on pourrait faire sur l'impor* 
tance des sommes éventuelles. 

Voici les principales applications que Daniel Bernoulli 
fait de -sa formule. 

73. Premièrement , il cherche le sort d'un joueur 
possédant 100 pièces, et ayant la probabilité i d'enga* 
gner ou d'en perdre 5o. Dans ce cas, 

e = -,/=-, g=o, a=ioo, *=5o, £=—50^ 

il vient 

X = (100 + 5p)* (5o)* = \Ao.i5o = 87 : 

ce joueur aurait donc i3 de perte sur son état pri-* 
mitif; elle se réduirait à S, si Ton faisait o«=aoo» 

, 74. Dans la seconde question , Bernoulli suppose 
qu'on demande à un négociant une somme de &00 pièces 
pour lui garantir (pu assurer) le prix de marchandises 
dont la valeur s'élève à 10000 pièces , et qui, devant 
être transportées par mer , seront exposées à un risqu% 
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de perte dont la probabilité est rz * convient-il à ce 
négociant d accepter le marché qiton lui propose? Pour 
«n juger comparons les valeurs physiques de la fortune 
de ce négociant , lorsqu'il court les risques du trans- 
port, et lorsqu'il accepte la garantie (ou Y assurance} 
qui lui est offerte. Désignons toujours par a le bien 
qu'il possède , outre les marchandises énoncées dans. 
la question, et faisons 

*9 ^ * 

« = 10000, e = — > J = — ; 

Texpression générale de X donnera, pour le pre- 
mier cas* 

(a+ toooor^a", 

«t a+gsoo pour le second , dans lequel il y a u&e perte 
certaine 4e 800 pièces. Donc, selon que 

(a + 10000) a* ^ ou > a + aaoo, 

2a garantie proposée donnera un avantage o» un dé* 

«avantage moral au négociant. 

De là résulte une détermination de a ou du bien 

qu'il doit posséder, pour pouvoir rejeter cette assu-. 

vance , et ce sera la valeur de a qui satisfera, à l*é~ 

tfuatioa 

iîa. 
(a -f- 1 0000)* a** £=ï a -f- oaco , 

puisqu'elle est la limite qui sépare l'avantage du désa- 
vantage. Cette équation , traitée par rapport à la lettre a^. 
suivant les procédés indiqués pour résoudre par approxi- 
mation les équations numériques , . donnera a = 5o43. 
Tant que le négociant possède moins que cette somme ^ 
la formule de Bernoulli lui prescrit de faire assurer 
ses marchandises. 

Il n'en est pas de cette formule comme de celle de 
r espérance mathématique ; les -Conditions n'y sont pa» 
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les mêmes pour chacun des joueurs ; aussi pour com- 
pléter la solution du problème qui nous occupe , Ber- 
noulli cherche-t-il le bien que doit posséder celui qui 
offre la garantie (ou Y assureur)* En désignant ce bien 
par b y on trouvera que la valeur physique de la for- 
tune de l'assureur est, par suite de sa spéculation, 

i 9 i 

(* + 800)^(6 — 9200) ao '; 

et l'égalant à h, on aura, l'équation 

(b + 800)^ (b -r 9200)^= b , 

qui doit déterminer la valeur de b , au-dessous de la* 
quelle l'assureur aurait tort de a,e livrer à la spécula- 
tion qu'il a entreprise; cette somme est \é&éfi pièces. 

Il faudrait qu'il en possédât au moins 39878, pour 
pouvoir ne demander au négociant que 600 pièces au 
lieu de 800 , les risques demeurant les mêmes ; et ce- 
lui-ci aurait tort de rejeter l'offre , tant que son bien 
ne s'élèverait pas à 30478 pièces. Ces nombres se dé- 
terminent comme les précédent , en substituant seule- 
ment 600 à 800. 

75. Quand on ne considère que la valeur de l'es- 
pérance mathématique , on trouve qu'il est indifférent 
de risquer une somme dans un seul hasard, ou de la 
partager entre plusieurs hasards ayant la même proba- 
bilité que celui-ci ; par exemple , de la placer cur un 
iseul vaisseau , ou de la répartir entre plusieurs , lorsque 
le risque de perte est le même pour tous ces vaisseaux. 
En effet, a désignant cette somme, r le nombre des 
vaisseaux, dont sur m + n, il s'en perd n\ toutes les, 
chances de leur arrivée seront comprises dans la formule. 

(m 4- 71Y = m r + - m r " l n + ^— 12 m f " % n % 

v ' J ' 1 1.3 

4-^ r ~ 0( r 3) ^" 3 ^etca 

x . 2» • y 
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la mise a étant partagée entre les r vaisseaux, l'ar* 

• va -H 
rivée de tous ces vaisseaux vaudra une somme — ; celle 

T 

de r — 1 , une somme (r — 1) - , et ainsi de suite. Mul- 

T 

tipliant donc par ces sommes les termes qui leur cor- 
respondent , on verra sans peine que le produit revient à 

= ma (jn + rif* 1 ; 

et divisant par (m+n) r , il en résultera ■ — pour 

l'espérance mathématique , de même que si Ton n'avait 
considéré qu'un, seul vaisseau. 

La formule de Bernoulli paraît plus d'accord avec 
l'opinion commune , qui porte à diviser les sommes 

aventurées. Pour le montrer, il détermine successive-- 

* 

ment le sort d'un marchand qui , possédant 4000 pièces, 
et attendant par mer pour 8000 pièces de marchandises, 
fait charger ces marchandises, soit sur 1 , soit sur a vais- 
seaux dont la probabilité d'arrivée est -^. Dans le pre- 
mier cas, la valeur physique de la fortune de ce né- 
gociant est 

JL J- 

(i2coo) lo (4ooo) 10 =5 10751. 

Le second, offrant trois événemens composés dont 
les probabilités sont (■&)*, a tô^> (tôY ( 2 o)> et gui 
donnent « = 8000 , £ = 4000 , y = o , conduit à 

(i2ooo) 10,0 (8ooo) î ^"(4ooo) r ^'= no33. 
Ï5n retranchant de ces sommes les 4000 pièces, bien 



/ 
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antérieur qne possède le négociant, on aura 6751 et 
7o33 pour les valeurs morales des sommes éventuelles 
qu'il attend. Par la formule de l'espérance mathéma- 
tique , on trouvera 8000 X ts = 7*00 , somme plus 
forte , mais dont les résultats , tirés de la formule da 
Bernoulli, s'approcheront d'autant plus que les mar- 
chandises seront reparties sur un plus grand nombre 
de vaisseaux. 

76. Ce géomètre termine îe mémoire dont je donn* 
Textrait, par la solution du problème qui fit naître les 
premiers doutes sur l'évaluation de l'espérance mathé- 
matique , adoptée sans discussion par les inventeurs du 
calcul des probabilités. Il fut proposé à Montmort, par 
Nicolas Bernoulli (*) , et reçtrt le nom de problème d* 
Pétersbourg , à cause sans doute de la mention qu'en 
a faite Daniel Bernoulli , dans les Mémoires académiques 
de cette ville. Voici l'énoncé qu'on y trouve : Pierre se> 
proposant de jeter en Pair une pièce de monnaie , pro- 
met de donner à Paul 1 ducat si, dès le I er coup , cette 
pièce étant tombée , montre la face ; a , si cela nat^ 
rive quau s' coup; 4, si ce nest qu'au 3', et ainsi 
de suite , en doublant à chaque coup ; on demande le 
sort de Paul. Cette sorte de jeu se nomme en français. 
croix- ou pile, pile désignant la face qui doit paraître 1 
il revient au jet d'un dé qui n'aurait que deux faces. 

En appliquant le calcul aux conditions indiquées ci- 
dessus , on trouve pour Paul les probabilités 

111 1 

a* 4> g* a» 

de gagner 

1 , a, 4> • a*""^Emcats , 

(*) Analyse des jeux de hasard, p. 4<>a, 5* problème» - 
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•don que pile n'arrivera qu'au 

i er , a% 3 e , n* coup; 

son espérance mathématique de gain vaudra donc 

a ' 4 r 8 ^ 'a* a 

Or , puisqu'il n'est pas impossible que pile n'arrive 
qu'après Un nombre de coups , plus grand que tel nombre 
qu'il plaira d'assigner, ne s'eosuit-il pas qu'avant de 
commencer le jeu, il faut supposer ce nombre in- 
fini? La mise de TPaul doit donc être infinie; mai» 
quel homme sensé Voudra risquer à Ce jeu , non pas une 
somme infinie , cl qui est absllrde , mais même une 
somme tant soit peu forte : voilà le paradoxe que les 
géomètres ont cherché à expliquer ou à éviter. 

Quelques-uns Ont pensé qu'on lèverait toute difficulté, 
soit en fixant pour le maximum de gain une somme 
tellement grande qu'on dût regarder comme absolu- 
ment inutile tout ce qu'on pourrait y ajouter, puisqu'on: 
n'en saurait faire aucun emploi , ou bien en fixant une 
probabilité assez petite , pour qu'on pût la consi- 
dérer comme nulle, et regarder comme impossible 
l'événement auquel elle répond. Par la première consi- 
dération , on place lé terme du jeu au coup dont le 
gain rapporterait la somme prise pour limite de 
pelles qu'il est utile de posséder. Cramer proposait 
pour cette limite > le nombre marqué par 

a* 4 = 16 777 21 G, 

en prenant Vécu pour l'unité. Si l'cra y substituait le. 
ducat, employé dans l'énoncé du problème, le jeu fi- 
fàrait au fl5* coup, et la mise de Paul se réduirait à 
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la y. Mais si Ton regarde comme superflue toute aug-* 
mentation faite à la somme a 9 *, pourquoi ne se borne- 
rait-on pas aussi bien à la somme a** — 1 , qui en 
diffère si peu ; et en continuant ainsi de proche en 
proche, où s'arrêterait-on? 

Si on voulait terminer le jeu lorsqu'il y a une 
probabilité très-voisine de l'unité que pile a dû arriver, 
et une probabilité contraire aussi petite que celle qu'on 
est convenu de regarder comme nulle, en prenant 
pour celle-ci , le jeu devrait finir au 1 3 e coup , 



J oooo 



puisque la probabilité de n'amener pile qu'au 14 e est; 
ifljii * Dans cette détermination , la mise de Paul ne 
serait que de 6 ducats et | ; mais si on regarde comme; 
nulle la probabilité - 10 ] 00 , et la fraction ? ££ & comme; 
la certitude morale , ainsi que le voulait Buffon, que 
ferait-on pour les probabilités fff § et ffff? , qui dif- 
fèrent très-peu de la précédente ? Il est donc impos- 
sible d'assigner des limites aussi fixes à des évaluations 
qui conservent toujours quelque chose de vague. Je re- 
prendrai ces considérations dans la suite ; mais ce que. 
je viens de dire suffit pour conclure , avec Daniel 
Bernoulliet Condorcet, que les explications précédentes 
sont peu fondées. 

77. La formule de Bemoulli entre mieux dans là 
difficulté , parce qu'elle ne met aucun terme à la du-* 
rée du jeu. En désignant par a le bien de Paul, et 
para; ce qu'il doit mettre au jeu, son avoir sera, si 
pile arrive 

M- 

au i er coup, a— a>f-i > au a 6 , a— a>|-a; au3 e , a— x+4» 
correspondant à des probabilités 
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ce qui donne pour la valeur physique de la fortune K 
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d'après les conditions du jeu , 

2. 1 X 

X= (a— a?+i) ft (a — x-f-a)* (a— x-f«4) g • cte « > 

qu'il faudra égaler au bien antérieur a, pour expri- 
mer que' le sort de ce joueur n'est pas changé : on 
aura donc l'équation 

A X 2. 

a = (a— x+i) a (a— x+a)* (d— -x+4)* .etc. , 

dont le- second membre doit renfermer un nombre in- 
fini de facteurs. 

On ne tirerait pas aisément d'une semblable équa~ 
tion les valeurs de x\ mais en faisant a—x?=za\ 
elle devient 

a = &+if (a'+a)* (a'-K)* C^+8) * • etc. , 

et conduit a la valeur de a par celle de a', d'où l'on 
déduit ensuite celle de x. On peut la mettre sous 
Informe 

« = 1^.2^.4^. 8^. etc. X 

où l'on voit que les facteurs du second membre dé- 
croissent toujours, et ont pour limite l'unité, puisque 
dans leurs expressions générales 



a 






l'exposant tend à s'anéantir. 
Si on prend les logarithmes de chaque membre, il 
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viendra 

ê 

+ À 1 ( ,+ T) +etc - 

La série qui multiplie la te décompose en 

la première partie du second membre a donc pour 
limite 1 a. Quant à la seconde partie , elle devient 
assez convergente lorsque a' n'est pas considérable , et 
tend à se convertir en une progression par quotiens y 
parce que le logarithme de i + * approche de plus en 
plus d'être proportionnel à z , lorsque cette quantité est 
une fraction qui décroît sans cesse; et comme alors. 
] (i+*) < o,434*, il est facile de s'assurer que la Yaleutf 
de a reste finie , tant que çl est fini , ce qui détruit le 
paradoxe. 

Quand on fait d = o , on obtient a = a ; cela vent 
dire que si Paul ne possédait que a c(ucats, et qu'il 
les mît à ce jeu , la valeur morale de son avoir ne 
changerait pas, % 

Si Ton pose a— -xzmoo, et qu'on emploie 10 
termes , on trouvera que a = 1 q4>38 , à moins de 7— près » 
d'où x = 4,58 (*). 

78. De ce que la formule de Daniel Bernoulli pa- 
rait satisfaire assez bien anx diverses épreuves où nons 
l'avons mise, s'eosuit~il qu'il faut la substituer à celle 

(*) Après des calculs un peu difleVen* des précèdent , on Kt d»as 
la Théorie analytique des Probabilités ( p. 440 > « = I03$9 ; 
nuis c'est probablement une faute d'impression. 
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de l'espérance mathématique ? Condorcet ne le pensait 
pas, et avant lui, Nicolas Bernoulli (neveu de Jean) 
était du même avis. Voici l'exposé de leurs motifs* 
Nicolas Bernoulli ne voyait dans les résultats de la 
première de ces formules , que des conseils propres à 
éclairer les personnes qui voudraient se livrer à de» 
spéculations sur le hasard , et non pas des règles pour 
établir un partage équitable entre des joueurs. Daniel 
Bernoulli» qui nous a fait connaître cette opinion de 
Nicolas , déclare lui-même , au commencement de 
son Mémoire, qu'un tribunal devrait suivre d'autre* 
principes que ceux qui servent de fondement à sa for- 
mule. Placer deux joueurs dans une situation telle 
qu aucun d'eux riait l'avantage sur V autre , ce que 
fait la règle des paris, est aussi ce que prescrit la 
justice rigoureuse (*). La formule de Bernoulli, qui 
met au contraire une différence entre les deux joueurs r 
en favorisant celui qui a le moins de fortune , est des- 
tructive dé toute convention de jeu. L'une des par- 



{ * ) Qood chtn nulla ait ratio , cnr eipectanû plus trîbui 
debeat oui quam alteri , unicuique aqua tint adjudicande 
partes; rationes autem nullas considerari 9 qum perso narum 
statuai respiciant , solasque illas perpendi , quœ ad conditio- 
nes sortis pertiheant. Talem sententiam feront judices supremi 
pubticd auctoritate constitutif at verb hoc loco nonjuâicia sed 
consilia danda sunt; régulas nempè , quibus quisque suant 
sibimet estimare debeat sortent pro divers 4 rerum suarum cons- 
titutione. Voilà sous quel point de vue Daniel Bernoulli présent* 
ses principes (pag. 175 — 176 du Mcm. cite). 

Voyons h présent ce qu'il rapporte de la lettre de Jacques Ber- 
novlli. Is veràtesUitus est nequaquam sibi displicere meam de 
mensura sortium sententiam, si modàquiuis sucs sortis cestimator 
sit , aliter verb si rem habere , si tertius instar judicis secundum 
equitatem et justHiam unicuique collusorum sortent assignare 
debeat. Et 3 ajoute : Id ipsepariter m § 2 ejrponu (pag. 169 — 190 
daMém. cité). 
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ties , eh consultant ses intérêts et sa situation parti-» 
culière , peut bien sentir que la perte lui portant un 
plus grand dommage , il lui serait avantageux de dimi- 
nuer aa mise et d'augmenter son gain ; mais l'autre 
partie peut-elle consentir à un pareil arrangement? Le 
mal ne serait pas grand, sans doute, s'il résultait de 
cette difficulté de s'entendre un affaiblissement dan» 
le goût du jeu ; mais pour prononcer sur le mérite de 
la formule de Bernoulli, il faut examiner si la théo- 
rie ordinaire des probabilités ne motive pas aussi bien 
lès conseils donnés par le seul emploi de la raison. 

Cette théorie établissant la nécessité de répéter 
l'épreuve du hasard un nombre de fois de plus en plus 
considérable pour atteindre à des probabilités un peu 
fortes , de ne pas perdre au-delà d'une certaine por- 
tion, non de la première mise, mais de la somme de 
toutes (63), somme qui va toujours croissant, n'en 
résulte-t-il pas naturellement le conseil de ne pas 
aventurer des sommes considérables dans un jeu même 
égal , lorsqu'on ne peut pas en répéter souvent l'épreuve, 
et par conséquent de n'exposer chaque fois qu'une très- 
petite partie de ce que Ton possède ? La formule de 
Bernoulli, dira- t- on, fait plus*, elle donne unç 
mesure précise de l'influence, que ce conseil doit 
exercer sur le joueur. A cela on peut répondre, d'après 
ce qui a déjà été dit dans le n° 69, qu'il ne faut pas 
attacher à des valeurs numériques déduites d'hypothèses 
qu'on peut varier de bien des manières, plus d'impor- 
tance qu'elles n'en ont réellement ; et Daniel Bernoulli 
m'en fournira lui-même la preuve. Il observe qu'un 
homme dénué de fortune, n'ayant que la probabilité 
\ de gagner une somme de aoooc^ r# , £ar exemple , 
aurait tort de ne pas céder cette espérance pour oooo-^', 
quoique sa valeur soit ioooo^ rt , suivant la règle ordi- 
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to&irè. Voyons ce que dorme la sienne. Soit toujours a 
le bien antérieur; la fortune physique du possesseur 
xle l'espérance dont il s'agit serait . 

%a + 120000)* a* * 

Souvènons-nous que à ne peut jamais être nul (70) > 
<et faisons a = 5oc^ r, > ce qui est bien au-dessous du 
capital le plus faible auquel puisse répondre le prix 
^annuel de l'industrie d'un homme > nous trouverons 

l/5ob.2o5oo r= 3aôQ environ, d'où retranchant 5oo 
il restera ajorf'* ,. somme très-inférieure à îoooo^* ; 
"mais polivons-nous dire que c'est bien là le minimum 
cle ce qu'il peut accepter en échange ? Ne peut-il pas 
«e trouver dans une situation qui lui impose l'obligation 
de se contenter à moins ? N'est-ce pas avec raison que 
Bèrntfulli lui-même dit que 24°° pièces, pour un 
homme qui en possède déjà autant, mais qui en a 
besoin de /fi 00 pour racheter sa liberté, ont beau- 
coup plus de prix que pour celui qui ne possède rien, 
mais qui est libre. De semblables circonstances ne 
.peuvent être soumises au calcul ; et c'est abuser des 
formules , que de le» employer à leur évaluation. Pour 
se rendre compte comment ioooo/ r * représentent l'es- 
pérance mathématique ^ dans l'exemple qui nous oc-* 
cupe , il faut concevoir que ce hasard puisse se ré- 
péter un grand nombre de fois; alors il deviendra do 
plus en plus probable que les pertes et les gains ba- 
lancés donneront à peu près îoooc/ r# pour la valeur 
moyenne du résultat final. 

79. Considérée ainsi comme valeur moyenne des 
.pertes et des gains, la formule de l'espérance mathéma- 
tique ne peut être employée qu'autant qu une telle valeur 
çeut exister çt remplacer la valeur réelle , qui est incon- 
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nue ; or cela n*a pas lieu pour le problème de Pétera* 
bourg (76). Un jeu dont la décision embrasse un nombre 
infini de coups successifs, et qui par conséquent ne saurait 
être considéré comme devant se répéter, ne comporte 
point, par cette raison, de valeur moyenne des événement 
divers qu'il peut amener. Il ne faut pas même en re- 
culer la limite à l'infini , pour sentir l'absurdité qu'il 
y aurait à faire usage d'une valeur moyenne. On a 
déjà vu que Paul ne doit mettre au jeu que 6 ducats ±, 
si on borne le jeu à i3 coups ; mais alors si pile n'ar- 
rive pas , Pierre devrait donner a ,ft = 4096 ducats , 
somme dont la perte ne serait réparée que par le gain 
d'un nombre de parties trop grand pour qu'on puisse 
en concevoir une espérance raisonnable- Si on allait 
jusqu'à 527 coups, l'unité étant 1 centime seulement , 
la mise de Paul ne serait que i3 centimes ?, et Pierre 
pourrait, perdre 1 34a 177-^28; la probabilité de cette 

1 . 

perte étant —, serait extrêmement petite, mais non 

pas encore nulle., 

La formule de l'espérance mathématique, entendue 
comme elle doit l'être (Gi), paraît donc d'accord avec 
les notions les plus saines sur le jeu , admet les consé- 
quences de ces notions , et fortifie les leçons de la pru- 
dence , en conduisant toujours à la nécessité de -ne 
risquer que de petites sommes à-Ja-fois , ce qui ne 
permet de faire du jeu qu'un amusement sans consé- 
quence. Si on s'écarte de cette sage réserve , elle ne 
peut plus que mettre une parité exacte de danger entre 
des hommes avides , dont chacun spécule sur la ruine 
de l'autre ; c'est une sorte de duel dans lequel il faut 
égaliser les armes; car suivant l'observation très-juste de 
Condorcet , le but de l'appréciation des événemens livrés 
au hasard, est atteint quand les joueurs sont placée 
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dans le même état; mais on ne saurait faire que celui d'un 
nomme qui joue soit le même que s* il ne jouait pas. 

Si donc la prudence permet de se livrer à des spé- 
culations eut lès hasards , ce ne peut être <|u'à celles 
qui par leur nature doivent rapporter au-delà de ce 
que les probabilités assignent pour l'espérance mathé** 
matiqUe. Alors à suivant l'observation du n° 64 , plus 
l'entreprise est répétée , plus la probabilité du succès 
augmente. De pareilles spéculations, dans les jeux 
proprement dits , blessent les lois de la probité *, et si 
des considérations particulières permettent aux Goûver- 
nemens de les tolérer, l'opinion publique, plus sé- 
vère j doit lés flétrir : niais il en est tout autrement 
fksr spéculations de commercé y des assurances et de 
toutes les entreprises bù le bénéfice est acquis coirimé 
«âlâifè d'an trarail uûlè , et en échange de yâleur* 
*éèîte$. ; 



* t • 
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SECTION SECONDE. 

Détermination de la probabilité à posteriori > 
cest -à- dire lorsque le nombre total des 
chances est illimité et que ses rapports avec le 
nombre des chances de chaque espèce $ sont 
inassignables. 

80. V lu AND on ne connaît point la forme du dé, 
ou la condition de l'urne qui produit les événement 
observés , il faut ', pour remonter à leur probabilité , 
considérer toutes les formes ou les conditions dont ils 
peuvent résulter, afin d'en déduire une sorte de proba- 
bilité moyenne qui approchera d'autant plus d'être la 
véritable, que le nombre des observations sera plus 
grand (4o). 

Si, par exemple, on a tiré successivement d'un» 
urne 3 boules blanches et 1 noire , en ayant soin de 
remettre chaque fois la boule sortie , qu'on sache que 
le nombre total des boules est 4> tant blanches que 
noires , mais qu'on ignore combien il y en a de chaque 
sorte , on pourra faire, sur la condition de cette urne, 
les 3 hypothèses ci-dessous : 

3 1 

3 boules blanches, 1 noire, d'où e = - f fz=s 7, 

4 4 



a fl ••' = 4>/=4' 

1 3 e = 4 ,/== 4' 
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• désignant la probabilité de l'arrivée d'une boule 
blanche , f celle de l'arrivée d'une boule noire. La 
probabilité de l'événement composé de la sortie de 
3 boules blanches et de 1 boule noire , étant exprimée 
par 4*y 0*a) , deviendra successivement 

27 iG J5 ^ 
64' 64* 6f 

La dernière hypothèse , qui donne la plus petite pro- 
babilité pour cet événement composé, est aussi en 
elle-même beaucoup moins probable que les deux autre» 
hypothèses; car si l'urne ne contenait qu'une seule 
boule blanche , il faudrait que cette même boule fut 
sortie trois fois de suite \ on conçoit qu'il y aurait 
moins de difficulté s'il y avait 2 boulea blanches , et 
encore moins s'il yen avait 3. La facilité avec laquelle 
chaque hypothèse amènerait les événemens observés , 
donne naturellement la probabilité de cette hypothèse ; 
car plus elle offre de combinaisons favorables à la 
.production de ces événemens , plus on a occasion 
d'en répéter le jugement de possibilité (5 et 6). C'est 
.ainsi qu'on a posé pour principe que les probabilités 
des causes {pu des hypothèses) sont proportionnelles 
aux probabilités que ces causes donnent pour les évér* 
jiemens observés (*)♦ 

Dans l'exemple actuel, les probabilités des trois hy^ 
pothèses établies sont proportionnelles aux nombres. 
urj y 16, 3; leur somme doit être d'ailleurs égale à 



(*) Cet énoncé se trouve dans le tome VI des Sa fans étran- 
gers , p. 6a3. Bayes , dans les Transactions philosophiques de 
1763 (p. 370) , et Priée, dans celles de 1764 (p. 396), s'étaient 
déjà occupés de ce sujet ; mais M. Laplace l'a rédait le premier 
à la forme analytique sons laquelle on le traite maintenant, oui 
in facilite et en généralise beaucoup les applications. • 
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Vunité , puisque Tune de ces hypothèse* a nécessaï-* 
rement lieu ( 8 ) : il suit donc 4 e là que chacune des 
probabilités, dont il s'agit est égale au nombre qui 
Jui correspond k divisé par 1^ sojnine des trois Bombï^, 
ce qui donne les fraction» 

On petit ^ire aussi que sur le* combinaisons fournie* 

par l'ensemble des hypothèses, les 37-+- 1 6 +3 =4® 
qui s'accordent avec ks ^vénemens arrivés, sont les 
seules possibles , et que la probabilité de chaque hypo- 
thèse se détermine comme celle d'un événement , en di- 
visant le nombre de cas où elle peut avoir lieu, par 
celui de tous les cas possibles , ce qui donne les mêmes 
fractions que ci-dessus. 

Enfin il faut remarquer encore que ces fractions ; 
pu les probabilités des diverses hypothèses , se forment 
en divisant la probabilité de ^événement composé , 
calculée dans chaque hypothèse , par la somme de ses 
probabilités dans toutes les hypothèses (*). 

Il est fecile de voir que cette règle est générale ; 
car si on désigne par h , h\ h*, h m les probabilités des 
diverses hypothèses susceptible» d'amener l'événement 
composé qui a eu lieu, et par a, a', a*, a m les pro* 



■«■ i ' 1 



(*) En traitant l'exemple çi-d^ssvs, Çondmeej, de qui jp Fai 
emprunté (Elémens du Calcul des Probabilités , p. 65), fait 
cinq hypothèses, c'est-à-dire tontes celtes qui peuvent se présenter 
quand on n'a pas égard aux événemens observés. En effet , on peut 
alors supposer que les 4 houles, sont blanches, ou qu'elles aont 
noires.; mais comme ni l'une, ni L'autae de ces. dernières, bypo- 
t^èse^ne saurait amenée les événemens observés, eues donnent a 
jjiouc leur probabilité» en qui. ne change rien an résultat obtenu 
ci-dessus. . 
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habilités que chaque hypothèse donne pour ces évé-* 
nemens , on aura 

h + h' + W + hr^ï, 
h; h': h° ih*i:a:a'la*:a m ; 

I 

* d'où il résulte 

i ___ f[_ 1/ . a l#_ ft T » C . 

T représentant a -f- a' + û * + <**• 

81. Quand on a déterminé la probabilité de chaque 
hypothèse possible , on en déduit facilement la pro-« 
babilité des événemens qui peuvent arriver aux tirages 
«uivans ; dans notre exemple , celles d'amener au 5* 
tirage une boule blanche ou une boule noire. H n'est 
pas difficile de voir que ce problème revient à celui 
du n° 19 , et se résout par les probabilités composées» 
Les trois hypothèses établies peuvent être considérées 
comme trois urnes différentes , de Tune desquelles doit 
nécessairement sortir l'événement attendu. La proba- 
bilité de cet événement se composera donc de celle 
qu'il a dans chaque hypothèse, multipliée par celle 
de l'hypothèse : ainsi on aura pour U sortie d'une 
boule blanche, au 5 e tirage, 

vj 3 16 a , 3 1 ïi6 

46 X 4 + 46 X 4 + 45 4~ï84*^ 

et pour celle de 1* sortie d'une boule noire, 

46 x 4^4§*4+3S x 4 — l84• 

On trouverait 4e même , pour tout antre exemple ^ 
<jue la probabilité <f un nouvel événement simple s*ob-> 



1 
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fient en calculant, d'après les événemens passés, la> 
probabilité des diverses hypothèses possibles, etfai~ 
saut la somme des produits de ces probabilités par* 
celles de l événement s prises dans chaque hypothèse. 

8a. Pour construire des formules générales sur les 
principes énoncés précédemment, il faut d'abord obp. 
server que dans les événemens naturels, le nombre 
total des chances doit être regardé comme infini,, ou 
toutes les probabilités simples, c'est-à-dire tous les 
rapports compris entre o et 1 comme possibles , tant 
qu'on est dans l'ignorance absolue du véritable ou de 
limites plus étroites entre lesquelles il se trouve ren- f 
fermé. C'est donc dans un nombre d'hypothèses con-» 
sidéré comme infini , qu'il faut déterminer les proba- 
bilités de l'événement composé qui a eu lieu , et voici 
de quelle manière on y parvient. 

Soient A et B deux événemens contradictoires, dont 
l'un est arrivé n\ fois et l'autre n fois. Supposons l'unité 
divisée en parties très-petites, représentées par *, et 
concevons que la probabilité simple de l'événement A 
puisse être l'un quelconque des termes <fe la série 

*, a#, 3*, 4*> tfc. ; 

enfin, pour abréger, désignons par C le coefficient 
du terme affecté de ePf* dans le développement de 
(e +/) m ^" n - Cela posé , les diverses probabilités do s 
l'événement composé de m fois A et de n fois B for- 
meront la suite 

dont ( un terme quelconque peut être, représenté par. 
Car w (i — x)*\ la somme 

C{* m (i — *)» + (m) m (i — a*)*. + (3«) m (i — 3f)' 
+ (x — «) m *"} ==£/ 
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sera le dénominateur de la probabilité particulière de 
chaque hypothèse (80). Le calcul intégral conduit sana 
difficulté à la limite de cette somme {^Voy. noté III.) ; 
mais comme le sujet est très-important, je vais ex- 
poser, pour les lecteurs qui ne connaissent point es 
calcul , le procédé pat lequel Condorcet y a suppléé 
dans cette occasion (*)". 

On multiplie d'abord la série / par m , et le terme 
général étant alors représenté par *x m (\ — x) n » 1^ 
somme de tous ceux qui le précèdent peut l'être par 

+ Cx^ii-rx)?-* + etc. , 

* 

A y B, C, etc. désignant des coefficiens indéterminés; 
Si l'on fait croître x de la quantité * , cette somma 
deviendra 

Hh CCx-H^Ci— x— -O""* -f etc. ; 

eX si Ton en retranche la valeur précédente , il restera 
l'accroissement qu'elle a reçu et qui est précisément 
le terme «x^i— x) B : on aura donc cette équation 

^(jc+*) m ^ , (i— x— •)* — x^i— x) tt } 

.+. c((r-f *y**li—. x—*y->— x M '^\i^x) tM } 

% -+■ etc. = *x w (i— <r)" (I), 

Pour développer commodément cette équation , on 



(*) Elémens du Calcul des Prohabilités, p. 70. Ce procède 
n'est dans le fait qu'une vérification du résultat donné par le 
calcul intégral ; mais il est utile de ramener à l'algèbre ordinaire? 
la démonstration d'une formule sur laquelle repose toute ce^te 
partie du calcul des probabilités. ' 
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fera 1 — x=zz, et on observera que la seconde ligne 
peut se tirer de la première/ en changeant A en B % 
m -f- l'en m-f-a, n en n-*-i , et ainsi des autres. 
En ne s'occupant donc que de celle - ci , on obtien- 
dra les expressions 



= A{x m + l + (m+i)mx m +etc.'}(z n — n*i B "" l +etc.) 
= Ax^ l z n +(m+i)A«x m z*~nA«x m +' l z n - 1 
+ ^« a 4- A V + etc. , 

où les termes contenant des puissances de * supérieures 
à la première sont seulement indiqués. Retranchant du 
dernier résultat le terme Aaf+Xi — x) n = Ax Wf¥ V t 
il restera » pour la première ligne de l'équation- (l), 

Im+ijAmaP** — nA*x m + v z*- 1 •+* ^* a 4- <*c. 

On voit par là que 'tous les termes de cette équation 
sont divisibles par • , ensorte qu'elle se réduit à 

A{(m+i)x m z n — nx m+l z n ~ é ' i y+-A' *+etc. 
4- B { (»^4■a)x* l *»* , •- 1 —-(**-* î )jc*+V-*}4* tf'infete 
4- £ { (i»+3)a^*V-* — <«p-»)ac* + V"^ 3 } + C«4-ete. 

4" ©te* ss a?"V\ 

Cette même équatio» subsistant toujours, quelque- 
petite que soit la valeur de *> s'étend, lorsqu'on y 

fait * = o, au cas où le nombre 1 des terme» 

de la suite devient infini ; et comme elle doit avoir lieu > 
quel que soit x, il faudra l'ordonner par rapport aux 
quantités x et z , ce qui lui fera prendre là forme 

,_ j (lir-i)iS— (m4-3)C)a;- ,+ *A ,, - a — ©ta = o., 
Alors en égalant séparément à zéro les. cœffijciens clé 
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chaque terme, on aura 

^(m+0— 1=0, d'où A= — 1 - r ^ 9 

m -f- 1 

V -T ^ , ^- (ro4Tl)(7Jl+a)(m+ ^, 

etc. 

t-a suite 

\ a donc pour limite 

»» + .i (ra+i)(m+2) 

^ 7i(/i — \)x m m¥3 (i — œ) nr * 

n(/t — i X"^-a) 1 > a* 1 * 11 * 1 

car la râleur de cette expression naît arec la série ,; 
puisqu'elle s'anéantit lorsque ariao, ainsi que le ternie, 
général x*(t — j?)* (*). 

Le dernier terme de la suite étant (^-*-«) ,1 V , , ré- 
pond à#=i — «; mais plus « est petit, plus cette 
valeur de ar approche de 1 ; on peut donc 'prendre 
l'unité pour dernière* valeur de a?*, et alors la limite, 
de la suite complète se réduit à 

telle est la lknite des. valeurs de «/^ 



(*) Ceux qui savent les règles en* caftent intégral, verront bien, 
que l'observation ci-dessus a pour but de montrer qu'il ne faut 
pas ajouter de constante arbitraire à l'expressioit trouvée. 
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83. Devant faire un fréquent usage de Texpression 
de la limite considérée ci-dessus , je représenterai cette 

limite par $^ ,,B ', lorsque j'y regarderai x comme in- 
déterminée ; mais dans les autres cas , j'indiquerai la 
« valeur qui répond au dernier terme. Ainsi l'expression. 

$™M désignera la limite de la série prise depuis le 

• 

terme, où x = o jusqu'au dernier terme où x = 1 ; 
sh valeur est la formule qui termine la page précédente . 

•Sr* %lC * désignerait la limite de .la même série, prises 

. en s'arrêtant au terme où x=£. Il suit de là que 

o( m » | ___ o0«i»0 

donne la limite de la somme de tous les termes de Tai 
série «/*, à partir de celui où x = ^ jusqu'à celui 
où x=i» 

Les valeurs de ces expressions se simplifient beau- 
coup lorsque n=o: le développement général de la 
page précédente se réduit à son, premier terme. . • ..•; 

x^i—xy . . , Na 

— — ^ ~: et a cause ae(i— xr= i . on a 



S f J 



m 

x 



7»+l * l 771+ 1 * 



quand on fait x = 1 . 

84* Ces préliminaires étant bien compris, il est 
facile de s'élever à la probabilité des événemens fu- 
turs. Suivant ce qui a été dit au n° 80 , la probajû- 
Jitç d'une hypothèse ou d'un rapport quelconque x , est 

x^i — xy «g m (i — y)' 

■~^7 ' -T 



a 
•« 
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tn la multipliant par x (81) , on en déduira la proba- 

bilité d'obtenir un événement A de plus , — \ — ^r — ~, 

d'où l'on tirera ce qui convient à chaque hypothèse 
«n particulier, en y mettant successivement •, a«, 
3#, etc. à la place dex; la limite delà somme de 

ces résultats sera par conséquent ■■ l , m tt j - > e * la va- 



S 



1 



fut M^ 

leur du numérateur se déduira de celle de «S, • J , 

par le changement de m en m + 1 . En substituait 
x;eg* valeurs , il viendra 

n(n — 1 )(/t-»-2) 1 

(77i+fl)(m+3).... . (ro-f-n+a) 

X(/n+ 1 ) (zre+a) . . . (m+/i+ 1 ) ro- 4*l 

râ(/i— i)(tj — a) 1 m+n-f-a ' 

après la suppression des facteurs communs au divi-» 
dende et au diviseur. • 

Si Ton demandait la probabilité de l'arrivée d'un 
nouvel événement £, la probabilité particulière de 
cet événement, dans l'hypothèse correspondante à x, 
étant (i— x) , on aurait les expressions 



*r«(i — xY , N *r m (i — xY* 1 . 
-/ l J - -/ . ' 

Au lieu des probabilités — ; — r— et — . ; ■ on 
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♦h. 

aurait, suivant l'usage commun, les expressions —7— » 
formées en divisant le nombre de fois que chaque 



événement a paru, par le nombre total des événement 
observés , et qui ne s'accordent avec lesprécédentes que 
lorsque mzzn, auquel cas les quatre fractions ci-dessus 
deviennent £ : dans toute autre circonstance , la première 
évaluation diffère de la seconde. Si, par exemple, 
m =: 3 et n = a f l'une donne f et | , l'autre $■ et f ; 
mais ce qu'il faut bien remarquer , c'est que l'évalua- 
tion rigoureuse s'approche sans cesse de l'autre. Cela se 
voit en divisant par m-\-n\es deux termes des premières 
probabilités ; elles prennent alors les formes 

m t * n j i 



/ 



■ ■' et * » 

H -r— 1 + — -r— 

m -f- n m -p/i- 

qui ne deviennent — ; — et — ■ — quen supposant 
^ ro + i* wir-+* n rr 

infini le nombre m-J-m 

La différence 

771' îtt-f*» 1 )W — -* 7* 



m + n 77i+7i + a (tti -f- ji)(tii ■+■ rc-f-fl) * 

étant positive lorsque m > n, montre que celui dés 
deux événeniens qui est arrivé le plus souvent augmente 
sans cesse de probabilité lorsque les nombres m et n 
conservent la même subordination dans leurs accroisse-* 
mens. Le contraire a Heu quand m<^n. Ces changement 
sont remarquables parce qu'ils sont produits par la 
seule, répétition des faits ; ainsi la théorie des proba- 
bilités à posteriori s'accorde bien avec celle de Ber-* 
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Jioulli sur les épreuves successives (»8) , puisqu'il ré- 
sulte 4e l'une comnus de l'autre , que le rapport du 
nombre des événemens A ou B , au nombre total des 
événemens observés , a pour limite leur probabilité 
«impie. * 

85. La probabilité que sur un nombre p de renou- 
▼ellemensdu même hasard, il arrivera un nombre p—q 
d' événemens 4> er un nombre q d'événemens B , s'ob- 
tient aussi sans difficulté, par les principes exposés 
précédemment. Dans l'hypothèse correspondante slx, 
la probabilité de cet événement composé est exprimée 
par a?""*(i— x)i> si la -succession des événemens simples 
est déterminée , et par 

F 0>~i)...(p-<H-i) xP-*(i-*)* = Caf-f (i-*r)f, 
1.2 q N ' v ' ' 

dans le, cas contraire (ao). Cette probabilité étant mul- 

*x m r i ■— x^* 

% tipliée par ^ — — , probabilité de l'hypothèse , 

on aura pour celle qu'on cherche 

mx f*+r-i ( i — a; V** C «x mJt v-H\—xY' ¥<l 

— „ . — % ou 

prenant la limite de la somme, depuis a? = o jus- 
qu'à x=i, et faisant abstraction du coefficient £"> 
qui est indépendant de x, il viendra 

(n+q Xn+q— Q i 



(m+p-r-</+i)(ni-+f— ç+2) . . . (iir+n+D+i) 

(m-f-i)(m+2) (m-J-zi-f-i) % 

7i(n— î) i • 



144 TAÀrTÉ ÉLÊMENÏÀîfeE 

expression que l'on peut simplifier par là suppression^ 
des facteurs depuis n jusqu'à 1 , qui multiplient et 
qui divisent en même tems , ce qui donnera 

- (n+q)(n+q— 1) (n+i) 

(m+p— q+i)(m+p—q+2) . . . (m+n+p-f- 1) 
(ro+i)(m-f-ji). . . * . • .(m+ /l + 1 )* 

Lorsque n>p— q, on peut encore supprimer oe 
taême les facteurs depuis m -f~P -^ ç H" 1 jusqu'à 
m + n + 1 inclusivement, et la formulé ci-dessus 
devient 

(ro-f Q(m+a) . * > (yn+p— qf)(yt+i)(yi-f a) . . * (ii+g) 
(7n-|- a n4-a)(m-j-n-|- a 3) . . . (ro-f-n+p-J-i) 

Si Ton prend, pour exemple, p=3, <j[ = i, l'ex- 
pression précédente donnera la probabilité de l'événe- 
ment composé AAB , égale à 

(m+i)(m+*)(n+i) 



_£- • 



(m>+-/»-f-a)(m-H'*+3)(m+/i-f-4) ' 

et si l'on divise par m+n chacun des facteurs du nu- 
mérateur et du dénominateur de cette fraction , on re- 
connaîtra aisément qu'elle tend sans cesse vers 

£ x ^ , probabilité composée qui résulterait des pro- 

habilités simples p-^, — \ (ai)» L* niême cir- 

constance a lieu pour l'expression générale , et se 
prouve en développant cette expression avec le secours 
des formules qui servent à calculer par approximation 
les produits formés d'un grand nombre de facteurs : on 
trouve alors que si les nombres m et n sont très-grands 
par rapport aux nombres p et q. t elle a pour liante 

•p — : — rr. {Voyez la note I), 
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Ainsi, plus le nombre des événemens observés aug- 
mente , moins les probabilités , sôit simples, soit com- 
posées , déduites des formules précédentes , diffèrent 
des probabilités déterminées àpriori 9 ou plus les rapports 
âonnes par la succession des événemens représentent 
avec exactitude les probabilités simples. La possibi- 
lité de prendre les uns pour les autres s'est offerte si 
naturellement à ceux qui les premiers ont médité sur ce 
sujet , qu'ils l'ont regardée comme évidente par elle- 
même ; mais on ne pouvait s'en rendre compte sans 
ïe secours du calcul , qui montre qu'au lieu de 
l'égalité conjecturée , il y a une approximation con- 
tinuelle et de plus en plus rapide. 

86. Au moyen de la formule que nous venons de 
construire., . on Teunit dans une expression toutes les 
probabilités des événemens composés , auquels peut 
donner iiéu un nombre p de renouvellemens du même 
hasard ; il suffit pour cela de faire successivement 
q = 0, ==1 , = 2> ==3, etc. En conservant les coefli- 
•ciens désignés par C, pour laisser indéterminé l'ordre 
de succession des événemens^simples, informera la suite 

"• nr~ /^ ••* + s im '* y ' 

qui tient ici. la place. que: le développement du bi- 
nôme (er^fy. occupe dans la détermination à priori des 
probabilités pour les épreuves réitérées (22). La somme 
des termes, depuis le premier jusqu'au terme général 

~ : i.a.3..t... .q - S^ m * U ^ 

10 
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inclusivement , donnera la probabilité qu'il n'arrivera 
pas moins dep-*-</ événemens A, et pas plus de q évé- 
nemens B. 

Quandn=oet 9=0, if ^ devient $< w W-i-(83), 
et la formule précédente se réduit an seul terme 

$ow> m + , 

x?*est la probabilité qu'on aura p de fois die suite l'évé- 
nement A, lorsqu'il a été observé m fois sans inter- 
ruption* 

Si on partage le nombre p en parties proportion- 
nelles aux nombres m et n , savoir — p-~* et """-7 — > 

m -{- n m -f- n 

la somme des termes de la suite précédente , à par- 
tir de celui qui est affecté de 



O' lït-f-» m-f"** 



S 



jusqu'à, celui qui Test de 



(™+^z-z- z > n +;A+*> 



o* m-jr* - w»-f-/» 



> 



exprimera la probabilité que sur p rendu velleméns du 
même hasard, le nombre des événemens A né s'écartera 
pas en plus ou en moins, do nombre proportionnel 
à m, au-delà d» *♦ 

87. Avant de passer aux applications , je dois encore 
montrer , comme je l'ai annquçé çu commençant cette 
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Section, que les probabilités déterminées à posteriori 
feont une, sorte de probabilités moyennes : êela suit en 
effet de la manière de les obtenir, et jette un nou- 
Teau jour sur leur nature. L'expression C:c"'( i — x)* (8a) 
-&ant la probabilité d'amener m événement A et rç 
<événemens B , lorsque leurs probabilités simples sont 
x et 1 — x y la somme de ses valeurs calculées dans 
toutes les hypothèses possibles , divisée parleur nombre, 
«n donnera là valeur moyenne {^Traité élémentaire 
d'Arithmétique , règle d'alliage) .'Mais , faire la division 
d'une somme de quantités , c'est ]a même chose que 
de diviser séparément chacune de ces quantités , et 
xfajouter ensuite les quotiens ; et quand on divise l'unité 
<n parties égales à *, lç nombre de. ces parties est évi- 
demment -; or 



-rJ: 4A. se mxPÇi-* a?)*; 



Téxpression CSj*'" peut «Jonc être regardée comme 

telle* d'une valeur moyenne prise entre les diverses 
probabilités qu'aurait, dans toutes les hypothèses {*os~ 
«ibles , l'événement composé qui a eu lien. 

Toutes, les expressions subséquentes se déduisent *éga? 
lement de ce point de vue. S'agit-il de la probabilité 
d'obtenir un nouvel événement A ? La probabilité d? 
l'événement composé de celui-ci et du précédent , 
étant Ca^(i — x) n .x-= Cx m ^(i— a?)*> dans l'hypo- 
thèse correspondante à x, aura pour valeur moyenne 
déduite de toutes les hypothèses, }a limite de la série 
dont le terme général est 
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* 



c'est-à-direCS^ 1 '^. 

Cette dernière probabilité doit aussi , suivant le prin- 
cipe des probabilités composées (17), se former en 
multipliant celle de l'événement composé qui a eu lieu , 
par celle d'obtenir un événement A de plus ; celle-ci 
est donc égale au quotient de la première divisée par 
la seconde, ce qui donne 

"csp" = IF*. ' 

comme on Ta trouvé dan» le n° 84. 

Les mêmes considérations donneraient, pour l'ar- 
rivée d'un nouvel événement B , la probabilité 



«ï 



(m, »4-i) 



* i 

La somme de ces deux probabilités égale un, 
comme cela- doit être; car pour faire la. somme de 
deux suites de termes, on peut commencer par ajou- 
ter les termes qui se correspondent dans chacune, et 
prendre la somme des termes de la nouvelle suite for- 
mée par ces additions ; on aura donc ainsi 

.<:•• . «^(î — x) n {a;+ 1 — x} = *r m (i— -<v) n , 
«t passant aux limites des séries ajoutées et à celle 
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de leur somme, il viendra 



d'où 



X ' X ' x * 

^Crn-H , 11) • g (m , n-H) £(« » ») 

88. On étendrait sans peine ces considérations aux for- 
mules générales des n oi 85 et 86. La somme des termes 
dont se compose la dernière, qui embrasse tous les 
événemens possibles dans p renouyellemens du même* 
hasard , doit être égale à l'unité , comme celle des 
termes du développement de (e+fy. Il n'est pas 
difficile non plus de voir que toute cette théorie re-. 
vient à prendre la probabilité moyenne de l'événement 
composé qui a eu lieu, pour l'unité à laquelle on com- 
pare les probabilités qui résultent des combinaisons de 
celui-ci avec les événemens futurs. On peut donc en- 
visager aussi ces probabilités comme relatives à la pre- 
mière. De là vient qu elles ne sont pas toujours les. 
mêmes pour les mêmes combinaisons d' événemens fu- 
turs , ce qui n'arrive pas aux probabilités déterminées 
à priori (22). 

En effet , la formule du n° 85 change de valeur 
avec m et 71 , quoique p et q demeurent les mêmes ; et 
puisque de nouveaux événemens observés modifient cette 
valeur, il s'ensuit évidemment qu'on ne doit pas étendre 
bien loin les conséquences que Ton en tire. La* pro- 
babilité que , dans la succession des événemens futurs , 
A et B se répéteront suivant des rapports approchan» 
de ceux qui ont été observés antérieurement (86)^ 
n'augmente pas sans cesse > comme par les probabi- 
lités déterminées à priori (a8). Pour tirer de ces for- 
milles des résultats utiles a il faut toujours que le nombr* 
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p des événemens futurs soit fort petit a* l'égard do, 
nombre m-±-n des événemens. passés, et aussi que c» 
dernier soit très-considérable en lui-même , afin qu'il' 
ne suffise pas de quelques nouvelles observations pour- 
changer sensiblement les résultats déduits des pré-, 
cédentes. Avec ces restrictions, et pour des recherche», 
dont la nature ne saurait exiger , ni même admettre , 
il faut le chre, une précision rigoureuse, on pourra 
presque toujours substituer aux formules de cette éec~ 
tion celles de là première, ce qui est fort heureux y 
caries calculs, déjà très-longs par, celles-ci, seraient 
le plus souvent impraticables par les autres, sans le 
secours des formules approximatives citées au n Q a5 ;. 
aussi ne ferai je qu'indiquer quelques-unes des ques- 
tions curieuses que M. Laplace a résolues sur cette 
matière. 

89. PremièremenT, il à donné Fexpression apprô-». 
chée de là probabilité des résultats fournis par Ies\ 
tables de mortalité , lorsqu'on connaît le nombre dV*b-. 
servations sur lequel elles ont été construites. Ces Tables , 
dont j'exposerai plus loin la Formation, font connaître 
combien , sur un nombre d'individus nés en même teins, 
il en reste à un âge donné. Soit m -f n le premier 
nombre eï m lé second; lorsqu'on veut étendre les 
conséquences de ces observations à un nombre p d'en-*., 
fans , on le divise en parties proportionnel! es aux nombres 

m et rç, ce *p» donne t~— pour celui des survivant 

et —2^ — pour celui des morts. Alors pour appré- 

ciér la confiance que méritent ces résultats, il faut 
chercher les probabilités que IWeur dont ils peuvent 
être susceptibles est renfermée dans des limites asse*. 
itroûes, ce qui se fait en calcûlaûtIasoTnmetfes terttrtsà. 
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de l'expression êun° 86, à partir de celai qui est af- 
fecté de 

jusqu'à celui qui Test de 

Quoique M. Lapidée ait déterminé assez simplement 
la valeur approchée de cette somme, il n'en donne 
point le calcul numérique ; en effet, on sent assez dèa 
à présent, et on en sera tôut-à-fait convaincu dans 
la suite, qu'un pareil examen, devant être répété 
pour tous les âges , et sur des Tables très-multipliées , 
est à peu près impraticable, et que c'est principale- 
ment la finesse des artifices de calcul qu'il exige qui 
en constitue le mérite , comme de la plus grande par- 
tie des recherches de ce genre. 

90. La seconde question dont je rapporterai renonce 
et les résultats , a eu une application effective. Dès r î 

qu'on s'est aperçu du peu de variation qu'offraient le 
nombre des naissances et celui des décès , dans une popu- 
lation dont la marche n'était point troublée par le» 
fléaux naturels ou politiques , on a cherché à détermi- 
ner les rapports de ces nombres avec le total de la 
population , en faisant le relevé des naissances et des 
morts , dans diverses parties du même état , et pour plu- 
sieurs années , en même tems qu'on se procurerait un 
dénombrement exact de la population de ces parties* 
Le rapport moyen, obtenu ainsi, a paru propre à faire 
connaître la population de l'état entier, d'une ma- 
nière à la fois plus prompte et plus sûre qu'un dé- ^ 
nombremeut total des habitons , qui entraîne toujours» 
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<Je grandes longueurs et souvent de grandes difficulté^ 
dans l'exécution. Cette idée , mise au jour d'abord pa* 
Moheau , a été suivie avec assiduité pendant 6 années , 
parDuséjour, Condorcet et M. Lapîace (*). Ils. s'étaient 
proposé d'appliquer successivement leurs calculs à cha- 
cune des 182 feuilles, de la Carte de la France, pas 
Cassini : ce travail s'étendait à 1^9 feuilles,, lorsqu'il a 
été suspendu. La révolution devait en avoir changé les 
çlémens ; c'est pourquoi M. Laplace l'a recommencé ei*. 
1799, • Le gouvernement; a ordonna, en conséquence , 
<Je faire avec soin , dans 3q départemens chpi&is parmi 
tous ceux qui composaient alors la France , le relevé 
exact des. na\ss,ances, mariages, et décès, depuis l'an 8 
jusqu'à Tan 11 (du 2 2. septembre 1799, au 22 sep-, 
iembre ) 802) ; il en est résulté : 

Naissances. Mariages. Décès, 

no3i2 garçons, 4& ^7> io365() hommes, 
105287 filles, 99443 femmes, 

çt pour le montant de la population de. ces même», 
départemens , à la seconde époque , 2 (#7 6 1 5 individus , t 
Par ces nombres, les naissances des garçons sont à, 
celles des Elles dans le rapport de 22 à 21 ; les ma- 
riages aux naissances, dans celui de 3 à \4 ', enfin, celui 
de la population aux naissances annuelles , est de 28, 353 
environ à 1 , ce qui portait à 42 5oo 000 le nombre 
des habitans du territoire soumis alors au gouvernement, 
français, et où le nombre des naissances annuelles, 
s'élevait environ à 1 5oo 000 (**). M. Laplace voulant 
ensuite se rendre compte de la précision qu'il devait 



(*) Voyez les Recherches sur la population de la, France , par 
14oheau , et les Mémoires de l'Académie des Sciences, année» 

V784— 1789* 

■ (**) Théorie analytique des Probabilités , pag. 391* 
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attendre de tous ces soins , a cherché la probabilité % 
que cette évaluation ne serait pas en erreur de 5oo ooo :• 
voici la traduction de l'énoncé de ce problème , au» 
moyen des formules analytiques. 

En représentant par m -f- n le nombre des individu* 
compris dans le premier dénombrement , par n celui de& 
naissances annuelles , qui est le j de la somme des nais- 
sances des deux sexes, rapportées plus haut, pour 3 années; 
par q , le nombre des naissances dans toute l'étendue 

4u territoire de la France , p=> ™ exprimerai^ 

population de ce territoire , en y comprenant le nombre 
q de naissances y et par conséquent 

(m+± Ç-rÇt n+q) 

cs\ n 

sera la probabilité que cette population se composera 

a j ^ (m + n)q 

des deux parties - — — q et q. 

Si donc on forme une suite de termes semblables au 
précédent, en donnant au premier exposant toutes les 

valeurs comprises entre m + ( » ■ jq — q + z et 

m+( : — J q — 7— m Z y le second exposant demeurant 

toujours n-\-q , la somme de ces termes sera la probabilité* 
que le dénombrement total conclu des naissances ne s'é- 
cartera pas. du véritable au-delà du nombre z, soit en plus ,, 
soit en moins (*). En faisant z===Soo ooo, les formules 



(*) Les dénominations employées par M. Laplace sont un peu 
différentes de celles-ci : m ■+■ n répond k p, n h q, q à q' ; x doit, 
être changé en 1 — x, et réciproquement. M. Laplace ne détermine 
pas immédiatement la probabilité indiquée ci-dessus , mais sa con- 
traire, en prenant % depuis 5ooooo jusqu'à l'infini, 
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approximative» de M. Laplace lui donnent — ^- pour la 

valeur de cette probabilité ; et en portant z à 700 000 , 
la contraire de cette même probabilité serait insensible. 

gi. Dan* tout ce qui précède , on a supposé que, 
pour la même hypothèse , la probabilité simple de- 
meurait constante, c'est-à-dire qu'on remettait chaque 
fois dans l'urne la boule qui en était sortie. Cette sup- 
position paraît applicable à la plupart des* événement 
naturels , parce qu'on regarde leurs causes comme 
agissant toujours de la même manière , ou le rapport 
des nombres de chances également possibles comme 
constant. Condorcet , cependant , ne s'est pas restreint 
à ces' considérations; il a fait l'énumération des hy- 
pothèses que comporte le sujet, et les a soumises 
à une discussion approfondie (*). Il en distingue trois x 
u i°. celle ou la probabilité est constante, où l'on 
» suppose chaque événement (smople) également pro- 
» bable , ou du meins la probabilité moyenne pour 
» chacun , déterminée d'une manière eemblable (c'est 
» celle dont nous sommes occupés) ; a°. celle où l'on 
» suppose cette probabilité variable , mais indépen- 
7) dante du tems où les événemens sont arrivés, et ÔV 
» l'ordre dans lequel ils ont été observés ; 3°. celle 
» où on les suppose dépendans , ou plutôt pouvant 
» dépendre de cet ordre, n 

La troisième hypothèse , comme la plus générale y 
devrait être employée le plus souvent; car c'est un 
principe fondamental dans le calcul des probabilités , 
de prendre en considération tout ce. qui n'est pas re- 
connu impossible. Or , ne peut-41 pas arriver que les. 



O Mémoires de V Académie du Sciences , i<jU, pag. &D» 
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forces qui produisent certains événement se modifient 
tm s'altèrent , et que par trette raison leur possibilité 
devienne plus grande ou moindre ? Que s'ils résultent 
tfun développement successif, Tordre de leur produo* 
tion , l'époque^, laquelle fls paraissent, influent sur cette 
possibilité ? Tant que ces suppositions ne seront pas 
formellement écartées par des lois positives bien cons- 
tatées > les probabilités déduites de la première hy^ 
potfcèse ne pourront s'étendre qu'à un tems limité et 
devront être calculées souvent sur de nouvelles obser-» 
vations. On sent bien que les formules relatives aux 
-dernière hypothèses sont hors des bornes prescrites à 
un tt^ité élémentaire *, je renverrai donc , pour ce su- 
jet y le lecteur au Mémoire cité dans la note , et à la 3° 
partie de Y Essai sur la probabilité des décisions, etc» 

détermination de la probabilité des causes (pu des 
hypothèses) par les observations. 

92. Lorsque Ton regarde comme possibles , dans. 
la probabilité des événemens , tous les rapports com^ 
pris entre o et 1 , la probabilité de l'hypothèse cor-t 
respondante à x est exprimée par 

uj (& û- 

Cette feattia* , dont le dénominateur * pour limite. 

la quantité finie Sj*'** (8a), est d'autant plus petit* 

que « -est moindre , et que par conséquent le nombre 
des hypothèses établies est plus considérable. Si donc 
on -suppose ce dernier nombre infini , « sera infiniment 
petrt, et chaque hypothèse n'aura qu'une probabilité 
infiniment petite : anssi n'esftce point la probabilité al* 
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solue de l'une de ces hypothèses qu'on se propose &? 
déterminer, mais les probabilités relatives , ce qui est 
très-facile , puisque si on désigne par xf une autre hy- 
pothèse y on aura , suivant ce qui a été dit dans le 
n° i3 , pour la probabilité de la première hypothèse 
par rapport à la seconde , 

«x^i — x) n x w (i— x) n 

«jc m (i—xy+<uf m (i—x r ) n ~ a? OT (i— xp+a/^i— x'y* 

expression où « disparaît. 

La valeur de cette expression dépend de celle des: 
rapports x et xf ; et en la mettant sous la forme 
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x /m (i— xfy * 

1 + x m (l — x) n 

on verra qu'elle approche d'autant plus de l'unité „ 
que x m (i — x) n surpasse x' m (i — x') n : elle atteindra 
donc la plus grande valeur dont elle soit susceptible., 
si , parmi tous les termes de la suite 

« w (i— *) n , (a*) m (i— a*)*, etc. , 

on prend le moindre pour a/ m (i — x')*, et le plus con- 
sidérable pour x m (ji — x) n . Le premier ne peut jamais 
être nul, tant que l'un des nombres na> n n'est pas 
nul. Quant au plus grand terme, on trouve par le 

calcul différentiel qu'il répond à x = — - — , c'est- 

à-dire que cette valeur , d'où il suit i — x= — ^- — * 
^ ?» + « 

rend le produit x m (i — x) n plus grand que toute 

autre valeur qu'on voudrait assigner à x. Ce résultat 
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«st bien remarquable, puisqu'il nous .apprend que la 
plus probable de toutes ces hypothèses est celle où 
les probabilités simples des événemens A et B sont 
égales au rapport du nombre de fois que chacun de 
ces événemens est arrivé , avec leur nombre total : il 
rentre d'ailleurs dans la proposition du n° 27 , quoiqu'il 
soit appuyé sur des considérations beaucoup plus gé- 
nérales. 

93. Cette même hypothèse , outre qu'elle jouit de 
la plus grande probabilité relative , peut encore être 
regardée comme s approchant sans cesse de la véri- 
table probabilité, à mesure que le nombre des obser- 
vations devient plus considérable, c'est-à-dire qu'en assi- 
gnant à ce nombre une augmentation convenable , on peut 
obtenir . une probabilité aussi voisine de l'unité qu'on 
voudra, que la véritable valeur de x sera comprise entra 

* 

m , m 

+ c et — — c, 



77i»-f- n 7»-|- n 

* 

« 

la quantité c étant aussi petite qu'on voudra. L'ex- 
pression de cette probabilité, se composant de la somme 
des probabilités correspondantes aux diverses valeurs 
que l'on peut assigner k'x entre les limites indiquées 
ci-dessus, sera évidemment 



(m in 



(83), 



•n faisant, pour abréger, 



m m ' > ' * 

c=z a, • [~ c = b \ 



m -f- n m -f- n 

tuais comme on y suppose que m et n sont de très- 



l5& TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

grands nombres , il faut, peur en trouver la vaïeû*> 
faire mage des formules approximatives et du calcul 
intégral ( Voyez note III.) ; c'est pourquoi la démons- 
tration' de la proposition énoncée au commencement 
de cet article ne saurait trouver place ici; je ferai 
seulement remarquer que cette proposition est analogue 
à celle dun a a8, et appuie sur les considération» très- 
générales qui servent à la détermination des probabi- 
lités à posteriori, le théorème fondamental que Jaeq**es 
BemouIH n'avait prouvé que dans Tordre des proba-* 
bilités déterminées à priori. 

g4* On voit aussi , par ce qui préeède , que si la 
probabilité d'une hypothèse en particulier >, est inassi- 
gnable, celle dun ensemble d'hypothèses comprise* 
entre des limites dont la différence est finie , a un» 
taleur finie, puisque telle est celle de l'expression 



dans tous les cas où 6— a est une quantité finie : cerf? 
remarque est bien importante. Quand , par exemple, 
on observe une supériorité constante dans le nombre 
de fois qu'un événement se montre, sur le nombre de; 
fois où se montre /'événement contraire , on est porté 
à croire que la production du premier est d'une faci- 
lité plus grande que celle du second , ou qu'il y a ' 
une cause qui détermine plutôt l'une que l'autre, ou 
enfin, ce qui est encore la même chose, que la probabilité*' 
simple du premier événement surpasse '£. Mais cette 
croyance, qui n'est d'abord qu'un simple aperçu, se 
fortifiant à mesure que les événemens se reproduisent 
dans le même ordre de fréquence , est susceptible d'éfr* 
appréciée, en déterminant, d'après le nombre des ob- 
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teratfons » la probabilité que la valeur de x est com- 
prise entre \ et x ; ce qui se fait par le moyen de 
l'expression 



if» 

IL 

fr- 
it 

•ai ■ /•„ ^ ■ ' Œ 1 



95. Ces formules ont une application très-curieuse, 
par rapport aux naissances. Arbuthnot ayant remarqué 
sur les listes des naissances arrivées à Londres depuis 
1629 jusqu'à 1710, que le nombre de celles des gar- 
çons s'écartait peu du nombre de celles des filles, 
et pensant apparemment qu'il ne pouvait pas existes 
de loi primordiale qui maintînt ces nombres entre de» 
limites peu différentes de l'égalité, voulut voir dan? 
cette prétendue égalité un miracle continuel. Nicolas 
Bernoulli, au contraire, frappé des différences assea 
sensibles qui se trouvaient entre ce» nombres, et de 
<pe qu'il y avait toujours plus de garçon» que de filles , 
y vit avec raison l'indice d'une plus grande possibilité 
dans la naissance des enfans du sexe masculin que dana 
celle de9 enfane de l'autre sexe , le rapport du nombre des 
«nés au nombre des autres étant yf- (*). Pour le prou- 
ver, il montra qu'en supposant un dé à 35 faces % 
18 noires et 17 blanches, jeté 1 4000 fois, il y aurait 
une probabilité supérieure à fj, que le nombre des face» 
noires amenées ne s'écarterait pas au-de là de 1 63, soit en 
plus , soit en moins , du nombre 7200 , égal aux jf de celui 
des jets ; il n'était donc pas surprenant que sur 1 4000 nais- 
sances, le nombre de celles de chaque sexe ne différât pas 
davantage de la proportion assignée par la probabilité 1 
simple, savoir, 7200 garçons et 68oo filles» Le fait 
e' étant soutenu , a été constaté de nouveau dans la 

(*) Analyn de* Jwx de hasard, par Montmort, paç. 388, 



l6© TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

plupart des états de l'Europe. Daniel Bernoulli é'élf 
est occupé (*), et enfin M. Laplace Ta traité par le* 
formules directes , celles de l'article précédent* 

De 1745 a 1784, les registres des naissances de Paris 
donnent 3q3386 garçons, 377555 filles , nombres dont 
le rapport est à peu près £| , moindre que f£ qu'on 
trouve par les registres de Londres, depuis 1664 jus-* 
qu'à 1768 inclusivement , et que £r donné pair ceux; du 
royaume de Naples (non compris la Sicile),, de-^ 
puis I774 jusqu'à 1781 inclusivement aussi. Cepen- 
dant , par les deux prerhiers nombres , les formule* 
approximatives ont donné à M. Laplatie , pour la pro- 
babilité que x «surpasse £, l'unité moins. une fraction 
dans laquelle l'unité est divisée pat Un nombre de 
72 chiffres (**). Un petit excès dans le nombre des ré- 
pétitions d'un événement, sur celui des répétitions de 
l'événement conu-adictoire , a donc suffi , par sa cons- 
tance, pour faire croître avec une immense rapidité 
la probabilité qui assigne une facilité plus grande au 
premier qu'au second ; et plus les observations se mul-* 
tiplieront , en conservant les mêmes relations de gran- 
deur, plus cette probabilité augmentera. 

gS. La formule du n° q3 se simplifie beaucoup ,. 
lorsqu'il n'est arrivé que des événemens d'une seule 

espèce» Dans ce cas , S™' n ^ devient 
on a donc 



(*) IVovi Comment. Acad. Petrop. , t. XIV, pars i«, et t. XV. 
(**) Théorie analytique des Probabilités , p. 379. 
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pour la probabilité que celle de l'événement constam- 
ment observé est supérieure à £. 

On peut d'abord appliquer ceci à l'un des phéno- 
mènes les plus remarquables du système du monde, le 
sens uniforme dans lequel les planètes principales et 
leurs satellites font leurs révolutions autour du soleil. 
En regardant le mouvement de chacun de ces corps 
comme le renouvellement du même fait , la répétition 
de ce fait indique une cause qui a déterminé la di- 
rection d'orient en occident r préférable ment à la di- 
rection contraire. Si Ton n'applique le calcul qu'aux 
planètes principales , afin de n'y faire entrer que des 
circonstances rigoureusement semblables , on prendra 
m =2 1 1 ,. et il viendra 



a 1 » — î _ 4095 
a 1 * ~ 4006 ' 



pour la probabilité de l'existence .d'une plus grande 
facilité de ce mouvement d'orient en occident, que 
dans, le sens contraire. On aurait eu un résultat beau- 
coup plus fort y eh joignant aux planètes principales 
les satellites connus, qui sont maintenant au nombre 
de 18, et un résultat encore bien autrement près de 
l'unité, ai l'on eût regardé comme dépendant de la 
même cause le sens uniforme dans lequel s'exécutent 
les rotations observées dans plusieurs de ces corps. 

Quelques auteurs ont évalué cette probabilité d'une 
manière un peu différente , en partant d'ailleurs du prin- 
cipe posé dans le n° 80; mais en se bornant à com- 
parer le cas où il existerait une cause absolue, avec 
celui où les deux directions opposées seraient égale- 

11 
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ment possibles , ce qui réduit les hypothèses à deux , 
donnant pour l'événement arrivé, l'une, la certitude 

représentée par l'unité, et l'autre , la probabilité —. 

La probabilité de la première hypothèse serait donc 
alors 

t a" _ 2047 

j^ ~~ a" + 1 ~ ao48 * 
a" 

si l'on ne faisait entrer dans le calcul que les planètes prin- 
cipales. Cette dernière fraction est moindre que la pré- 
cédente ; mais je crois que les considérations dont elle 
est déduite sont trop particulières. En ne «'attachant qu'à 
la direction du mouvement, on ne trouve il est vrai que 
deux chances ; mais doit-on les supposer également pos- 
sibles, quand on ignore complètement de quelle manière 
le mouvement a été imprimé ; et ne se peut-il pas qu'au 
lieu d'être un effet simple , «a direction soit le résultat 
du concours de diverses chances qu'il faut supposer, par 
conséquent, dans tous les rapports possibles avec celles 
qui auraient donné la direction contraire ? 

Les limites étroites dans lesquelles sont renfermées 
les inclinaisons des orbites des planètes anciennement 
connues , qui n'occupent dans le ciel qu'une zone d'en- 
viron 18 degrés de largeur, fournissent aussi une grande 
probabilité pour attribuer tous les mouvemens de ces • 
corps à ose cause unique ; mais la découverte de la 
planète Pallas , dont 1* orbite est inclinée de plus de 
34 degrés par rapport à l'édiptique, doit modifier 
«m peu celte probabilité, que changerait encore la 
découverte de corps qui, s'écartent davantage de l'éclip- 
tique et parcourant des orbites plus excentriques, 
formeraient le passage des planètes aux comètes, dont 
les mouvemens ont lieu dans tous les sens et sous toutes 
les inclinaisons. 
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97. La formule employée dans l'article précédent 
trouve aussi son application dans une question agitée 
par les philosophes des siècles passés et du nôtre, celle 
de la liaison des effets aux causes- Les uns, comme 
Hume , ont nié que nous eussions ajcun motif solide 
pour supposer une dépendance entre deux effets qui 
se suivent ou s'accompagnent constamment. Les autres 
importunés par ce scepticisme dont les conséquence 
devraient s'étendre sur nos actions les plus fréquentes 
et les plus nécessaires, ont affirmé qu'un sentiment 
intime , une loi de notre organisation intellectuelle 
nous forçait de rapporter chaque effet à une causé 
que nous trouvions toujours dans celui qui précédait. 
D autres enfin , craignant de trop multiplier ces lois de 
1 intelligence , ces faits primitifi qui ressemblent assez aux 
idées innées , ont pensé que la considération des divers 
degrés de probabilité, non-seulement expliquait le phé- 
nomène moral , mais pouvait donner la mesure de la 
confiance que nous attachons ou que nous devrions 
attacher à nos connaissances. Ils ont évité ainsi de 
tomber dans le pyrrhonisme et le dogmatisme absolus 
doctrines également absurdes, mais dont la seconde* 
qui a tant de- fois servi l'avidité et l'ambition de cer- 
tains hommes, et qui flatte la paresse de tous, est 
infiniment plus dangereuse que la première, toujouw 
renfermée dans les bornes de la spéculation, puis- 
qu'après la dispute la plus animée sur l'existence des 
corps , le plus, déterminé pyrrhonien n'entreprendra 
pas de sortir de sa chambre à travers la muraille. 

Cette doctrine moyenne, que l'on pourrait nommer 
scepticisme gradué , proposée d'abord parHelvetius(*) 
a été fortement recommandée par Condorcèt, comme 

(*) Dans une note du i« chtphreda itr Discourt dtr^aV. : 

11. . 
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la seule qui pût échapper à toutes les difficultés , parce 
qu'elle reposait entièrement sur l'expérience, d'où toutes 
nos idées tirent leur origine ; il y est revenu souvent 
dans ses ouvrages, mais Mendelshon paraît avoir, le pre- 
mier , appliqué spécialement la probabilité à la liaison 
des effets aux causes , dans un Traité sur V évidence , 
couronné, en 1763, par l'Académie de Berlin. Voici 
comme il raisonne.- 

a Si nous avons expérimenté une seule fois que 
» deux faits , A et B , se suivent immédiatement , il 
y» se présente pour nous trois suppositions : ou que A 
r> ait son fondement en B , ou que A et B aient leur 
y> fondement commun dans une troisième cause C , ou 
» que chacun des deux dépende enfin d'une cause iso- 
» lée ou indépendante. Dans les deux premiers cas, 
» ils devront reparaître toujours à la suite l'un de 
)•> l'autre ; dans le troisième . . . , leur rencontre sera l'effet 
» du hasard : ils pourront se trouver aussi bien séparés , 
n éloignés , que réunis. . . (*). n On voit déjà qu'en ad- 
mettant l'influence de la répétition du jugement de, pos- 
sibilité sur notre esprit, (5 et 6), il doit être porté 
à supposer une liaison , soit immédiate , soit médiate , 
entre A et B. u Donc, s'ils se reproduisent de nouveau; 
51 si , en se- reproduisant , ils paraissent constamment 
» réunis, il devient vraisemblable que cette réunion 
iv a son principe dans l'une des deux premières hypo- 
» thèses. Plus la répétition aura été fréquente f la ren- 
» , contre des deux faits étant constante , plus cette vrai- 
» semblance augmentera; elle ira croissant ainsi jusqu'à 
n l'infini. » Voyons comment le calcul justifie cette 
dernière assertion. 

0,8. On a observé un grand nombre de fois de suite l'ap- 

(*) Histoire comparée des systèmes de philosophie , par 
M, Dcgerando, t. H, pag. i5i et fuir. 
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parition consécutive -ou simultanée des faits A et B\ la 
probabilité que cette apparition jouit d'une grande possibi- 
lité , s'obtiendra en cherchant la probabilité de l'hypothèse 
par laquelle le rapport dès chances qui établissent le 
concours de l'un avec l'autre, diffère très-peu de l'unité ; 
et pour rendre la chose plus sensible , on peut , ce me 
semble, énoncer ainsi la question : On a tiré £ une urne 
(avec l'attention de les y remettre chaque fois) un grand 
nombre de billets marqués AB ; s'il ri y en avait que 
de cette sorte , l'apparition simultanée des lettres A et B 
serait nécessaire} mais cest ce qu'on ignorera tant que 
tous les billets ne seront pas tirés : on demande donc 
quelle est la probabilité que le rapport du nombre des 
billets de V espèce de ceux qui sont sortis , au nombre 
total des billets, est compris entre des limites données ? 
Soit m le nombre des billets, a une fraction assez 
voisine de l'unité ; la probabilité que le rapport inconnu 
tombe entre a et 1 , aura pour expression ' 

et nommant P cette probabilité , il viendra 

P = i — a m+1 (83), 

a étant <i , la valeur de a m+l pourra être rendue aussi 
petite qu'on voudra , son décaissement qui ne sera pas 
d'abord très-rapide , si a diffère peu de l'unité, le de- 
viendra dès que le nombre m sçra très-considérable. 
Soit, par exemple, 

1 ooo ooo 

a = 9 

1 ooo ooi ? 

et qu'on l'élève à la îoo ooo ooo e puissance, on trouvera 



l66 TRAITE ÉLÉMENTAIRE 

facilement , par le moyen des logarithmes , que cette 
puissance est égale à l'unité divisée par un nombre 
de 44 chiffres; et comme c'est la probabilité contraire 
à celle qu'on cherche, on jugera par là combien cette 
dernière approche de l'unité. 

Si l'on se donne P et qu'on prenne a pour inoon- 

nue, on obtiendra a = \/i — P. En faisant seu- 
lement P = ±, m étant toujours 100 ooo ooo , on 
trouvera 

«.= 0,9999999s 3 » 

environ, fraction qui diffère bien peu de l'unité; et 
ce rapport du nombre des billets marqués AB au 
nombre total , sera la limite qui sépare les rapports 
probables, de ceux qui ne le sont pas (9); ensorte 
que celui qui est un peu moindre sera déjà probable (*)• 
Ces résultats peuvent donner une idée de ce que 
doit être, quand on l'étend à la suite des siècles con- 
nus et à toute -la terre, l'expression numérique de la 
■' '■ ■*'■' * - " *»*■«■ ■«.ii.it 11 

<*) Si on n'a pas .de Tables de logarithmes assez étendues pour 
effectuer ce calcul, on peut employer la formule 

, x la , x* f\a V . 

a* « 1 -f- - r~ H ( r- ) -f- etc. , 

1 le 1.2 \lej 9 

( CompL des Elém. d'Algèh.) 

dan* laquelle le 5= 0,43429; il faudra y changer <ien r-P 

et x en ; et quand le nombre m-f-i sera très-grand, les 

deux premiers termes suffiront. Dans l'exemple ci - dessus , oi* 
I mm p » - , on aura 



' m-tri 1 3o 



m-f-t*43 10000000*4' 

•nwon, 
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probabilité de la dépendance de phénomènes tels que 
la rencontre des corps et le déplacement qui en est la 
suite , si prodigieusement répétés dans un seul jour et 
dans un seul lieu. 

V 

La probabilité qu'il y a très-peu de chances con- 
traires à la permanence du mouvement de la terre , 
déjà très-considérable quand elle est conclue du nombre 
de levers et de couchers du soleil , comptés depuis les 
tems les plus reculés , devient bien plus forte encore 
quand on a égard aux lois connues des mouvemens de 
notre globe , parce qu'alors la conformité des positions 
observées, avec les positions calculées > doit être re* 
gardée comme fournissant de nouveaux faits ,. dont le 
nombre est presqu'infini. 

Il s'en faut de beaucoup sans doute quelles faits soient 
aussi multipliés, par rapport à d'autres liaisons regar- 
dées comme des lois de la nature ; ni que la plupart 
de nos inductions soient établies sur de tels fondement ; 
mais il faut bien prendre garde à l'influence qu'exercent 
les faits les plus répétés , par rapport à ceux qui le sont 
moins. Dès que l#s premiers nous ont fait acquérir le 
sentiment de la constance des lois de la nature , nous 
l'étendons à tout ce qui se passe sous nos yeux; et pour 
tous les cas avec lesquels nous sommes familiarisés , 
notre confiance dans la liaison des effets aux causes , 
passant en habitude, peut encore croître, par cette* 
raison, beaucoup plus rapidement que la probabilité 
indiquée par les calculs précédées. 

De plus , le but essentiel de nos observations étant 
de prévoir ce qui doit arriver , là probabilité de la pro- 
duction d'un nouvel, événement semblable à ceux qui 
ont déjà été observés , estcelle qui nous intéresse le plus, 
parce qu'elle peut servir à régler notre conduite ; or, pour 
celle-ci , le calcul prend une marche beaucoup plus 



l68 TRAITÉ ELEMENTAIRE 

i . 

rapide ; car l'expression — —- (8G) diffère bien peu de 

l'unité, lorsque m est un peu grand. Cette proposition , 
le soleil se lèvera demain, par exemple, en prenant 
pour point de départ une époque reculée de 6000 ans , 

a maintenant une probabilité égale à — - — g—-- Si 

l'on embrasse un intervalle de plus d'un jour , la pro- 

habilité , donnée alors parla formule — ; — i — , va sans 

cesse en décroissant et peut devenir très-faible ; niais 
cette conséquence n'a rien qui choque la raison , puisque 
l'avenir peut développer des lois qui nous sont encore 
inconnues (*). 

(*) Bertrand , de Genève ( Développement nouveaux de la^ 
partie élémentaire des Mathématiques , t. I, page 4 18), » traite' 
aussi la question précédente, mais par la considération des proba- 
bilités à priori seulement ; et il a pris pour la probabilité simple 

de l'événement observé , celle qui donnait - pour la probabilité de 

la répétition de cet événement m fois de suite , parce que l'hypothèse 
de cette probabilité né favorise ni ne défavorise la production 
de la série d'événemens observés. Suivant ce mode, on a 

a» sa» -, d 7 ou . x « ; 

et comme , par cette expression , plus m augmente, plus x approche 
de Puni té, pins aussi on doit s'attendre a l'apparition d'un événement 
pareil à ceux qui ont déjà eu lieu. 

La formule de la note précédente, donnerait, dans le cas de m un 
peu grand, 

1 3 m ~1 
m <|. m 

ce qui ne diffère pas beaucoup de — — - ; mais Bertrand n'a con- 
sidéré qu'une seule hypothèse , an lieu que la méthode directe les 
embra*se toutes. 



DES PROBABILITES. l6g 

99. On ne manque donc point de motifs suffisans pour 
appuyer la légitimité des conclusions du passé à l'avenir; 
et c'est en cela que consiste le pouvoir de l'analogie 5 
mais n'est-il pas arrivé qu'en se livrant trop à ce pou- 
voir, les savans, aussi bien que le vulgaire, soient tom- 
bés dans l'erreur, et aient hasardé des assertions pré- 
maturées? Cependant ils ne pouvaient suivre d'autre 
voie pour découvrir la vérité. Que l'on examine avec 
attention , soit v les règles de Descartes N , soit celles de 
Newton, rapportées dans la note de la page 2 , y verra-t- 
on autre chose que le soin de faire l'énumération la plus 
exacte possible des faces d'une idée ou des combinai- 
sons de plusieurs faits? Lorsque rénumération sera com- 
plète. , que la dépendance , se trouvant la même dans 
tous les cas,. sera nécessaire, il y aura certitude, soit 
physique, soit intellectuelle, au moins pour chaque 
partie indivisible du raisonnement , ou chaque fait en 
particulier (1 et 2). Hors de là , on ne peut plus que ba- 
lancer les cas favorables à l'analogie avec les cas 
contraires -, et s'il ne s'en présente pas d'abord de cette 
dernière espèce , rien ne garantit qu'il n'en arrivera 
point. L'hypothèse qui explique complètement un grand 
nombre de faits n'est encore que probable , et le cal- 
cul apprécie le degré de confiance qu'elle mérite: 
mais tant que les faits ne seront pas tous observés , 
tous mesurés avec la plus grande précision , aucune 
hypothèse ne se changera en véritable théorie ; les plus 
heureuses ne seront que des méthodes artificielles , pour 
lier par une seule formule , ou comprendre dans une 
seule expression, la dépendance d'un nombre défaits 
plus ou moins grand. 

100. Tels étaient les principes d'après lesquels Con- 
dorcet, plaçant la certitude absolue seulement dans 
la conscience d'une sensation actuelle , et dans la 
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perception instantanée et avec pleine évidence de la 
convenance ou de la disconvenance de deux idées , 
donnait pour fondement au reste de nos connaissances 
notre tendance générale à croire au retour des faits que 
nous avons observés plusieurs, fois sur nous ou sur 
les autres objets (1 et a ) , et faisait deux classes de 
probabilités, la première comprenant celle» dont la 
différence avec l'unité est inassignable , mais tellement 
petite, qu'il serait superflu de la calculer , et aux- 
quelles nous acquiesçons par une habitude dont nous ne 
nous rendons pas compte , comme nous le faisons , ou du 
moins comme nous devrions toujours le faire pour les 
probabilités de la seconde classe (*). Ainsi s'établit une 
gradation non interrompue, depuis les propositions qui 
n'admettent aucun doute, jusqu'aux plus incertaines. 
Cette manière d'envisager nos connaissances dorme une 
base solide au scepticisme a qui, dans les écoles 
» grecques , avait dégénéré en un ridicule charlata- 
» nisme; mais qui, chez les modernes, dégagé de ces sub- 
?» tilités pédantesques , est devenu la véritable philo- 
» sophie , et qui consiste , non à douter de tout , mais 

* à peser toute* les preuves, en les soumettant à une 
f> rigoureuse analyse ; non à prouver que l'homme ne 
a-peut rien connaître, mais à bien distinguer et à 
» choisir pour objet de sa curiosité ce qu'il est pos- 
t> sible de savoir (**). » 

r ■ ■ , ■ - ■ ■ ' " * ... . - ■ - 

(*) A la tête des probabilités de la première classe se trouve celle 
qui fonde notre croyance à l'existence des corps, 011 notre « per- 
» snasion que k système des sensations qrâ sont excitées en nous 

* dans un v instant, se représentera constamment de même dans 
1» des circonstances semblables, on avec de certaines différences 
» liées constamment au changement des circonstances. » ( Essai 
sur V application de s* 1 Analyse h la Probabilité, etc. Discour» 
préliminaire , page xij. ) 

(**) Eloge de Franklin. QEuttres de Condorcrt, tome IY> 
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101. La théorie mathématique concourant avec les 
simples aperçus du bon sens et avec les résultats de 
l'expérience, à prouver que les lois delà nature peuvent 
se reconnaître , au moins à la longue > dans la succes- 
sion des faits qui en sont les conséquences nécessaires; 
il s'ensuit que dans les questions dont les élémens sont 
trop compliqués pour en épuiser les combinaisons, en 
parcourir tout l'enchaînement , il faut interroger la na- 
ture, compter et comparer les faits, enfin jugej; à 
posteriori de ce qu'il est impossible de prévoir. Telle 
est la base et le motif de l'application du calcul des 
probabilités aux sciences physiques , morales et po- 
litiques. 

Cette application conduira toujours à des résultats 
utiles, ou maintiendra dans ce doute salutaire, qui 
prévient les erreurs dangereuses , lorsqu'on la fera 
avec circonspection , c'est-à-dire en distinguant avec 
soin les faits , d'après les diverses circonstances qu'île 
présentent , afin d'éviter de rapporter à toute» ce qui 
ne convient qu'à quel^ues-une» , de confondre les points 
de vue qui doivent être séparés , et de rendre géné- 
rales des conclusion* qui ne sont vraies qu'entre cer- 
taines limites. Ce sont là les reproches que l'on peut 
faire quelquefois avec raison à des calculs très-sa-* 
vans , mais dans les résultats desquels on ne trouve pas 
une grande évidence, ni une utilité bien prochaine, 
Mais que Ton y prenne garde; c'est parce que, faute 
de données, on a été obligé de les appuyer sur de* 
suppositions souvent très-détournées , que leur marche 
est devenue si compliquée , et leur résultat ai incer- 
tain. Un nombre suffisant d'observations dégagées de 
toutes les circonstances étrangères aux conséquences 
qu'on cherche , offrira toujours un mojem aussi simple 
Que sûr de découvrir ces conséquences, çu d'en, me- 
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. sucer retendue et la valeur, et par conséquent d'ap- 
précier les combinaisons qui les ont amenées. 

De simples registres, fidèlement tenus, suffiraient 
pour reconnaître l'effet d'un impôt, parles variations 
qu'il produit dans les salaires et les consommations ; 
celui des réglemens commerciaux, parle mouvement des 
importations , des exportations , le progrès des manu- 
factures , la culture des terres. 

On peut juger aussi d'un système d'instruction , parle 
recensement des sujets qu'il aura produits après un cer- 
tain nombre d'années ; d'un système de législation ci- 
vile , par le nombre de procès qu'il aura engendrés ou 
prévenus ; d'une législation criminelle , par le nombre 
des coupables condamnés ou absous et repris. Mais 
pour qu'on puisse tirer parti de ces observations, il 
faut que l'épreuve du système soit continuée, que 
les résultât» en soient recueillis avec impartialité, pour 
être comptés avec exactitude. Je dis comptés ; car 
lorsqu'on n'en vient pas là , on tombe presque toujours 
dans des déclamations vagues. 11 n'y a pas de mesure 
de gouvernement qui ne lèse un assez grand nombre 
d'intérêts particuliers ; et si les personnes quelle attaque 
ont du crédit, savent parler ou faire parler pour eux, 
la mesure la plus utile à la masse générale de la na- 
tion ne peut pas subsister ', quelques inconvéniens rele- 
vés «avec force ou avec adresse la font révoquer , tandis 
qu'une énumération exacte de ses effets aurait rendu 
incontestable la supériorité de ses avantages sur ses in- 
convéniens. En s' écartant de ce procédé, on a pu 
même l'attaquer de bonne foi. 

Pour donner un exemple de ces jugemens vagues 
qu'on porte par de simples aperçus, sur des objets 
susceptibles d'aae évaluation précise , je rapporterai le 
beau résultat obtenu par M. Duyillard, dans son Ana- 
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lyse de [influence de la petite vérole sur la mortalité , 
(p. 1 o). Il a démontré , d'après les Tables de mortalité , à 
Genève, à La Haye et à Berlin, que passé Page de 
3o ans, la petite vérole est Sautant moins dangereuse 
pour ceux qui ne Font pas encore eue , quils sont dans un 
âge plus avancé. L'opinion commune est contraire à ce 
résultat , et il est aisé de sentir comment elle a pu 
s'établir avant qu'on ait fait l'observation exacte du 
nombre des morts causées par la petite vérole contrac- 
tée à différens âges. On a été d'autant plus frappé de 
ces morts, qu'elles sont arrivées plus loin de l'époque 
ordinaire delà maladie. L'importance, pour la société, 
des personnes quelle lui enlevait , et un danger qu'on 
était porté à regarder comme particulier à la jeunesse , 
ont beaucoup agi sur l'imagination des spectateurs ; alors 
des impressions purement morales sont venues se mêler 
à un jugement où ne devait entrer que le calcul. 
Ce qui est arrivé ici a encore bien plus de force dans 
toutes les circonstances où les intérêts et les passions 
sont fortement agités : aussi n'est-ce encore que dans 
ce qui regarde la mortalité des individus , et leur mul- 
tiplication, qu'on a recueilli les faits avec quelque suite ; 
c'est donc dans ces faits qu'un grand nombre des 
auteurs qui ont écrit sur l'économie politique , a cher- 
ché la mesure pour évaluer le mérite des systèmes 
divers d'administration et de gouvernement : et par 
cette raison, je donnerai, avec quelque détail, la ma- 
nière d'y appliquer le calcul des probabilités. 

Détermination des probabilités de la vie humaine. 

1 03. La formation des Tables de mortalité serait très- 
simple , si l'on pouvait trouver sur les registres des dé- 
cès, ceux d'un grand nombre d'individus choisis sur 



174 ' TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

les registres des naissances , et par ce moyen déter» 
minant combien il en reste a la fin de chaque année , 
de leur âge (*). Mais ce moyen est rarement prati- 
cable ; car les résultats de ce^genre ne pouvant méri- 
ter quelque confiance qu'autant qu'ils sont déduits 
d'un grand nombre de faits, si Ton s'attache à un lieu 
d'une faible population, il faudra dépouiller les re- 
gistres d'une longue suite d'années, pour suppléer 
i la quantité de naissances simultanées que peut four- 
nir une ville considérable; mais dans l'un et l'autre 
cas , qui est-ce qui oserait entreprendre de suivre chaque 
individu à travers les changemens de domicile , les migra* 
tion3 , l'imperfection même des registres, et la foule des 
noms répétés, qui seule pourrait occasionner très-souvent 
beaucoup de confusion? Et puis, comme on le verra 
bientôt, et comme il est facile de le prévoir, le tenu 
influe sur les probabilités de la vie humaine, soit par 
les changemens politiques , soit par le perfectionnement 
qu'apporte dans le régime et la police civile le pro- 
grès des lumières : les Tables formées sur des obser- 
vations qui embrassent un trop grand intervalle de tems 
ne sauraient donc convenir ni à l'époque où remontent 
lespremières, ni à l'époque présente. Voilàbiendes diffi- 
cultés qui rendent la méthode indiquée ci-dessus à peu 
près impossible à suivre, excepté dans quelques cas 
particuliers dont il sera fait mention plus loin; et 
aussi est-ce d'une toute autre manière que la chose 
s'est faite. K 

La plus ancienne Table de mortalité que l'on con- 
naisse est celle que Halley a déduite des registres de 
la ville de Breslaw en Silésie, et qu'il a publiée dans 



(*) Théorie analytique du Probabilités, pag. 3SS. 
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les Transactions philosophiques , en 1693. Il fit choix 
de cette ville , parce que le nombre des naissances et 
celui des morts y différant très -peu, il pensait *que la 
population s'y maintenait à peu près dans un état 
stationnaire, et qu'en conséquence les pertes qu'elle 
faisait en individus dans les divers âges , étaient sen- 
siblement proportionnelles à la mortalité , pour chacun 
de ces âges, ce qui faisait qu'on pouvait regarder les 
individus décédés chaque année , comme s'ils fussent 
tous nés la même année , et leurs âges respectifs comme 
indiquant la manière dont s'éteindrait successivement 
un pareil nombre d'individus ayant commencé leur 
yie simultanément. Hàlley réunit doue le nombre des 
morts arrivées depuis 1687 jusqu'en 1691, à Breslaw, 
distribua ce nombre suivant les âges; alors retranchant 
du premier nombre celui des enfans morts à 1 an, 
le reste indiqua le nombre des survivaas, desquels il 
retrancha ensuite le nombre des enfans morts à a ans , 
pour obtenir celui des snrvivans , et ainsi de suite; et 
afin de faciliter les calculs, il réduisit ces divers 
nombres proportionnellement à 1000 , par lequel il re- 
présenta celui des enfaans de 1 an. 

La commodité de ce procédé supplée bien à ce qui 
lui manque du côté de l'exactitude , parce qu'on en peut 
répéter fréquemment l'application , et, compensant par 
la variété des lieux et des époques , les erreurs aux- 
quelles il est sujet , arriver à des valeurs moyennes suf- 
fisamment approchées pour présenter des résultats inté- 
ressai». Smart en a fait usage pour la ville de Londres ; 
Dupré de Sa&ntrMaur , pour celle de Paris , et il a été 
a^liqué à presque toutes les capitales et à beaucoup 
d'autres lieux. Mais dans plusieurs Tables, dans celles 
4e Dupré de Saiint-Maur , par exemple , il -s'est glissé 
d'assez grandes inexactitudes , parce que l'âge est très* 
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souvent fautif dans les actes de décès ; les personnes qui 
l'indiquent , ou le savent mal , ou ne donnent que le 
norabr^ rond le plus approchant ; aussi on trouve 
souvent 60 ans où il aurait fallu 59 ou 58, et de là 
résultent dans le premier de ces âges plus de décès en 
apparence qu'il n'y en a eu réellement. Cette inexactitude 
est aisée à remarquer, par la marche trop inégalé des 
nombres, qui doivent se succéder dans la Table; et 
il faut tâcher de les corriger de la manière la plus 
vraisemblable , en régularisant les différences ; c'est 
ce qu'a fait £aint~Cyran, pour les Tables de' Dupré 
de Saint-Maur (*). 

Le concours de circonstances nécessaire pour pouvoir 
suivre les individus un à un , n'a jusqu'à présent eu lieu 
que par rapport à quelques classes dont l'ordre de morta- 
lité est très-différentde celui de l'universalité des hommes : 
telle était la classe des rentiers viagers de Hollande, dont 
Kerseboom a dressé la Table de mortalité , celle des ren- 

1 * 

tiers viagers de France , connus sous la dénomination de 
tontiniers, et celle des religieux de Tordre des Bénédic- 
tins , dont les Tables sont l'ouvrage de Deparcieux, etc. 
L'intérêt du gouvernement, l'ordre établi dans une 
congrégation d'hommes studieux, donnaient aux re- 
gistres de ces classes une exactitude et une clarté qui 
en facilitaient beaucoup le dépouillement; mais aussi 
les résultats devaient être fort éloignés de ceux çle la 
vie. ordinaire. Ce n'est que sur des enfans paraissant 
bien constitués, et en général sur des adultes bien 
portans, que l'on place en rente viagère. Ceux qui 
jouissent d'un pareil revenu tiennent pour la plupart 
une conduite uniforme et modérée , qui doit prolonger 



(*) Voyez ses Recherches sur les Rentes viagères* a* part., p< a3* 
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leur existence; beaucoup sont célibataires : les reli- 
gieux Tétaient tous et n'entraient dans leur profession 
qu'après être échappés aux dangers de l'enfance et 
de l'adolescence. Des Tables calculées sur de pa- 
reils individus ne sauraient donc servir que pour 
ceux qui sont placés dans les mêmes circons- 
tances ; c'est ce qu'on verra lorsque j'exposerai la , 
théorie des rentes viagères. Les questions dont je vais 
d'abord m'occuper sont seulement rejatives à la vie , 
considérée en elle-même , et à la population , en sup- 
posant que les événemena futurs se succèdent comme 
les événemens passés, ce qui est permis, puisqu'on 
regarde le nombre de ceux-ci comme très-grand par 
rapport à celui des autres. 

io3. La plus simple de ces questions est la recherche 
des probabilités de la prolongation de la vie à chaque 
âge. Par exemple , la probabilité de vivre encore 10 ans, 
lorsqu'on est parvenu à l'âge de 4° > s'obtient en di- 
visant par le nombre des personnes de cet âge, le 
nombre des personnes de 5o. La Table de la Loi de la 
mortalité en France, insérée dans Y Annuaire du Bureau 
des Longitudes i donnant pour l'un, de ces nombres 
369 4o4 , et pour l'autre 397 070 , il en résulte 

-§Z =o,8o5 environ ; la Table dressée sur les registres 
369 

de Londres, par Price, donne =-2 = 0,696 j celle de 
Vienne , par Sussmilch , — ^ = 0,738 ; celle de 

Berlin , par le même , = — = 0,747 ; enfin , cellt 

43i 
des campagnes, en Suisse, par Muret, g-g = o,85a / 

probabilité plus forte que les précédentes. 

13 
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104. On cherche encore quelle est la durée de la 
vie probable, à un âge donné; on entend par cette 
durée le nombre d'années après lequel la probabilité 
d'exister et celle de ne pas exister «ont les mêmes, et 
par conséquent égales à f . Il est évident que cela a 
lieu lorsque le nombre dés personnes de l'âge dont 
on part est réduit à la moitié de ce qu'il était. Si Ton 
cherche ce terme , à compter de la naissante , on trou- 
vera par les Tables de Dupré de Saint -Maur, qu'à 
Paris il tombe entre 8 et g ans ; à Londres , un peu 
avant 3 ans ; à Vienne, un peu avant a ; un peu après , 
à Berlin j mais que ce terme est bien plus éloigné dans 
les çafrnpagnes. La Table de Y Annuaire, moyenne 
pour toute la- France, le place entre 2!o et ai ans; celle 
d'Angleterre, entre 37 et a8 ans; celle du Brande- 
"bourg , entre a5 et ùS ; celle de Suisse , à 4 r ant » 
Cette prodigieuse différence entre les campagnes et la 
ville, ne saurait être attribuée qu'aux suites de l'ex- 
trême misère , à la malpropreté , au resserrement des 
demeures et à l'insalubrité qui en est la conséquence , 
dans les capitales. A Montpellier, ville dont la popu- 
lation est d'environ Saooo individus , et dont on re* 
garde le^éjour comme trèsrsain, le terme dont il s'agît 
n'est cependant placé que vers 6 ans. 

L'âge de 4° ans étant assez ordinairement celui où 
l'état d'un homme est fait, où il commence à jouir 
du fruit de ses premiers travaux , on peut être curieux 
de connaître la vie probable qui s'y rapporte. Les Tables 
citées précédemment donnent, à Paris , plus de ai ans; 
en France , terme moyen , a3 ans ; à Londres , 2 8 ; à 
Vienne, plus de 19; à Berlin, de même; en Suisse p 
près de 25. 

La plupart de ces Tables ne s'étendent guère au-delà 
de 90 ans, que l'on doit regarder comme l'extrême 
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Vieillesse , puisqu'il est très-rare , non-seulement de 
passer cet âge, mais de l'atteindre. Le rapport du 
nombre d'individus de cet âge , à celui des naissances, 
sera la mesure de la longévité, dans le lieu pour le- 
quel la Table a été construite. La Table de Y Annuaire 

58 
donne pour la France = o,oo58 ; celle de Lon- 1 - 

• 10000 

3 5 

drës , , = 0,0020 ; celle de Vienne, —7-? == 0,0020 \ 
1010 1490 

celle de Berlin , ■ ■ := 0.064a » et celle de Suisse > 

1427 ^ 

o,oo5o ; cette dernière probabilité , plus forte que les 
autres , est encore surpassée par celle qu'offre la Table 
calculée par Gorsuch, sur les registres de quelques pa- 
roisses de campagne, en Angleterre , et qui est de 0,0070. 
On ne doit pas encore trop compter sur ces résul- 
tats , parce que le nombre des observations qui se rap- 
portent aux derniers âges est très-petit. Les Tables de 
Kerseboom , dressées sur les décès des rentiers viagers 
de Hollande , et celles que Deparcieux a déduites des 
registres des tontines de France, quoique se rapportant 
à des classes d'individus choisis , ne s'étendent pas- jus- 
qu'à 100 ans ; la première donne , pour Tâge de 90 ans , 

ï = 0,0071 \ la seconde, 0,0110 pour parvenir, de 

Fâge de 3 ans, à celui de go. 
Price dit que la probabilité de parvenir à 80 ans est 

--= dans le pays de Vaud, -^ eh Brandebourg , =- à 

Èreslaw , 5- à Berlin , — à Londres, — à Vienne (*). 
07 4° 41 

io5. Dans les Tables dont je viens de faire Usage» 



«*• 



(*) Toin. !•* àe* Mémoires présentés a V Institut, etc., pag, 75. 
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les sexes sont confondus ; cependant l'ordre 'de mè*+ 
talité n'est pas le même pour tous deux; îl varie encore â 
suivant les professions et d'autres circonstances dont ©a 
constaterait l'effet en séparant les décès en classes rela- 
tives à chacune de ces circonstances. C*est ce que l'on 
a commencé de faire , depuis qu'on a reconnu l'utilité 
de ce genre d'observations ; mais les données manquent 
très-souvent sur les actes de décès ; et quand on les y 
trouve, le travail du classement devient trop consi-» 
dérable, lorsqu'il faut le recommencer sous diyer* 
points de vue. On l'abrégerait beaucoup , si on faisait 
les relevés dans la forme ingénieuse imaginée par 
Condorcet, pour enregistrer des feits ou désigner des 
objets par une combinaison de caractères qui en in- 
diquent les principales propriétés (*). 

Quand on ne veut que saisir la marche des résul- 
tats y il est commode de substituer aux Tables des 
figures où tes nombres soient représentés par des lignes 
ou des espaces \ ces signes naturels de la grandeur , la 
rendant sensible à l'œil , en peignent immédiatement 
les variations : telle est la propriété des courbes de. 
mortalité. C'est ainsi qu'on nomme celles qui se cons-* 
truisent en élevant sur une ligne divisée en autant de 
parties «gales qu'il y a d'années dans la plus longue 
vie, des perpendiculaires proportionnelles aux nombres, 
d'individus existans à chaque âge. 

106. Comme toute courbe continue peut être repré- 
sentée par une équation /quelques géomètres ont cher- 

fc«»w«— im«^»— Mi«i«— .i^— "-^™— ™^-i<— »»r««iiM*^« 

(*) Voyez ses Elément du Calcul des Probabilités, pag. 3i. 
Si cette forme, dans l'explication de laquelle il n*a peut-être pas mis. 
assez de clarté , eût été' bien saisie et appliquée par quelque natura- 
liste , je ne doute pas qu'elle n'eût été bientôt adoptée, et qu'il n'en 
fût reanHé b ea u co up d'av an t ag es , «ans compter celui de Vextrêm* 
ferièyeté. C'est une espèce de dictionnaire ou l'on n«m trouve* ta 
9»ot9 par un assez grand nombre de ejefo 
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ché à obtenir celle des courbes de mortalité, en liant , 
par une formule algébrique, toute les nombres inséréa 
dans une Table de mentalité. Lambert a trouvé que 
l'équation 

y s= xcooo(^=^Y-6i 7 G {e r ^-e^ î ^n4} 

représentait très-bien la Table construite sur les re* 
çistres de Londres ; et , par analogie , M. Duyillard a 
proposé d'employer en général l'équation 

dans laquelle y désigne le nombre des individus de. 
l'âge x 9 N le nombre total des naissances , t l'âge le 
plus avancé de la Table, e la base des logarithmes 
népériens , m l k et n des constantes qu'on détermine 
pour chaque Table en particulier (*). 

Cest dans les premières années que la marche dèa 
Tables paraît plus irrégulière ; mais bientôt le nombre 
annuel des morts devient constant, pendant un inter- 
valle de tems plus ou moins considérable. La Table 
de Breslaw , par exemple, donne 6 décès par an , depuis 
lâ ans jusqu'à 22 , 7 de 22 à 29 , etc., et pourrait ainsi 
se partager en progressions par différences. Moivre a 
trouvé que , sans trop s'écarter de la vérité, on pouvait 
n'établir qu'une seule progression depuis l'âge de 22 ans 
) usqu'à celui de 86 , auquel il a placé le dernier terme 
de la vie , regardant les âges plus avancés comme des 
cas trop rares, pour qu'il soit nécessaire d'en tenir 
compte, Cette progression, ayant pour différence l'unité 
efse réduisant à zéro à 86 ans , donne pour les âges. 
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(*) Voyez les Beytrage , etc. de Lambert, t. III, pag. 483 , et les 
Recherches sur lu Emprunt* , par M. DuvilJanl, pag. 8, noie, 



précédées un nombre d'individus égal à l'excès clè 
86 ans sur chacun de ces âges , excès que Moivrè 
appelle complément' de vie. A l'âge de 5o ans, par 
exemple , le nombre des vivans est 36 , la probabi* 1 - 

lité de vivre 1 an, =7; , et celle d'en vivre 10, =?. Dé 

00 00 

bette loi résulte la formule très-simple jy=86 — x (*). 

107. Après avoir considéré les questions qui se re- 
çoivent presqu'à vue , au moyen des Tables de mor- 
talité, je passe à celles qui demandent plus de calcul. 
La première dont je m'occuperai est la recherche de 
la vie moyehne. L'idée paraît en être venue d'abord 
à Nicolas Bernoulli, en appliquant à la durée de la 
vie , la formule de l'espérance mathématique , admis* 
pour l'évaluation pécuniaire des hasards (60 et 65)(**). 
Puisque chaque individu pris en particulier peut se 
flatter de parvenir à l'âge le plus avancé , l'espérance 
qu'il a sur toutes les années qui doivent s'écouler jus- 
qu'à cet âge , se mesurera en multipliant leur nombre 
par la probabilité d'y arriver» 

Je prendrai un exemple dans la Table dressée par 
Deparcieux. On y trouve qu'aux âges de 

87* 88, 89, 90, 91, 92, g3, 94, gS 

ans , il reste 

29, 22, 16, 11, 7* 4> 2, i, o 

individus ; et à cause que le3 décès ont lieu à diverses 
époques de l'année, on prend le milieu de l'année 
pour leur époque commune. Dans cette hypothèse, 
la différence 7 entre les nombres d'individus existant 
à 87 et. à 88 ans , indiquant ceux qui sont morts dans 

(*) Voyez le Treatise of annuities , qui sait la Doctrine of 
•h an ces. 
(**) Açtorum eruditorum supplément*, V IV, pag> iSp* 
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cette année , ne leur assigne que 6 mois ou une £ an-* 
née de vie ; et en continuant sur ce pied , on trou-* 
yera qu'au* durées 

i 3 5 7 9 ii i3 i5 

5' 5' â* â» S' T' T- J T 

années, répondent 

7/6, 5, 4, 3, a, i, î 

individus. Cela posé, l'un quelconque des 39 indivi-» 
dus de l'âge de 87 ans pouvant se trouver dans l'un 
.quelconque, des groupes ci-dessus , aura pour atteindre* 
]es durées correspondantes, les probabilités 

29' 29 ' 29' 2 9' fl 9* a 9' «9* a 9* 

multipliant donc ces fractions par les durées corres- 

i55 

pondantes, et ajoutant les produits , on aura =* 

a . 39 

fi ans 8 mois , pour l'espérance de vie , à l'âge de 87 ans. 

La partie de l'opération ci-cïessus , dans laquelle onv 

multiplie d'abord les nombres 7 , 6 , etc. par les frac- 

lions correspondantes -, -, etc., et on ajoute les prcn. 

duits, revient évidemment à calculer: la durée collée* 

tive de l'existence des individus de chaque groupe ; 

,55 

et en divisant le résultat par le nombre 29 des 

jk 

individus, on répartit également cette durée à chacun. 

Si l'on substitue aux nombres 7, 6, etc., les ex-i 

pressions équivalentes 29—22, 22 — 16, etc., et qu'on. 

ne fasse qu'indiquer les multiplications , par les du- 

1 3 
fées - , - , etc. , la somme des produits sera reçç&i 
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•entée par 

i 3 5 

- (a^—aa) + - ( 3a — 16) + - (i6*-u) 

+ l 0»-r 7) + f (7 - 4) + ^ (4-a) 

+ *(*->) + * O-o), 
ce qui se réduit aisément à 

;r . 29 + 22 + 1 G + 1 1 + 7 + 4 + 3 + 2 -f 1 , 

et il ne reste plus qu'à diviser par 29 la somme dés 
termes , à partir de 22 , nombre d'individus corres- 
pondant à 88 ans , puis ajouter ~ au quotient. 

Cette règle , indiquée par Deparcieux , est générale , 
çnsorte que si a, a', a u > a?, a" u désignent les nombres 
d'individus vi vans à des âges consécutifs (a** étant îe der- 
nier de la Table), V la vie moyenne , à partir de l'âge 
correspondant au premier nombre a, et V\ à partir de 
Fâge a', on aura 



v 1 . a'+a»+a~+a "" 1 , a"+a m +a°\ 
r = ^n , ^=-4—^ -3 9 



.1» 
a ' 2 " a' 



tirant de la seconde expression la valeur de a"-+-a lp -r* a *, 
pour la substituer dan* la première , il viendra, 



2 a \ 2/ 



formule qui, faisant trouver aisément V par V> $** 
xait commode pour calculer les vies moyennes cor- 
respondantes aux divers âges, en commençant par le 
plus avancé (*). ■ * . 

(*) La formule ci-dessus est ûzés. de la Théorie anatytW*** 
de* Probabilités , pag. 4". 



J 



*>ES PROBABILITÉS. l85 

108. C'estparla&irée de la vie moyenne queFon corn-» 
pare , sous le rapport de la vitalité , les âges , les lieux 
et les époques. En France, suivant la Table de 
\ Annuaire > on trouve pour cette durée, à partir de la 
naissance , 28 ans 9 mois ; à Londres ,17 ans 1 1 mois ; 
à Vienne , i5 ans g mois ; à Berlin , 17 ans 1 mois ; et 
en Suisse, 3j ans 1 mois. 

Les sexes offrent aussi à cet égard une différence 
assez considérable. M. Mourguès a trouvé, d'après 21 ans 
d'observations, qu'à Montpellier, la vie moyenne, 
à partir de la naissance , était de 26 ans 3 mois 
et 20 jours , 'en prenant collectivement les deux sexes ; 
mais qu'en les distinguant , celle des hommes était de 
24 ans 3 mois et 1 5 jours, et celle des femmes, de 28 ans 
5 mois et 28 jours (*). 

Ce n'est qu'après avoir passé les dangers de la pre- 
mière enfance , qu'on arrive à la plus longue espérance 
de vie. L'âge auquel correspond cette espérance , ou à 
partir duquel la yie moyenne a la plus grande durée, 
varie suivant les lieux, et indique Ainsi l'époque de la vie 
que le pays, ou les autres circonstances caractéristiques 
de la Table favorisent le plus. En France, la Table de 
Y Annuaire donne , pour ce maximum , 43 ans 5 mois [ 
et le place à 5 ans ; celui de la vie probable y eàt 
de 45 ans 8 mois, et se trouve 1 an plus tôt. 

Les observations sur la mortalité ne remontent pas 
assez haut pour qu'on puisse comparer les tems un peu 
anciens avec le tems présent. Il paraît cependant pro-r 
bable que les progrès des arts et des sciences , en mul- 
tipliant les commodités de la vie, en ont augmenté la 



(■*) Mémoires présentés à la première Classa de l'Institut, par 
des Savans étrangers, t. I« r , pag. 71—73, 
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durée moyenne ; et la ville de Genève offre déjà quelqH©* 
faits qui le prouvent. Au seizième siècle, la vi» 
naoyenne n'y était que de îS an* { ; au dix-septième- 
siècle, elle s'était élevée à a3 y ; au dix-huitième siècle, 
elle s'est accrue jusqu'à 3fl ans 5. Il en est de même 
pour la vie probable (104) : elle était seulement da 
4 ans | au seizième siècle ; de .1 1 f au dix-septième » 
et surpassait 27 ans au dix-huitième siècle (*). 

109. La Table de mortalité sert encore à déterminer 
la manière dont la population se compose par rapport 
aux âges. En supposant toujours que l'état de cette po- 
pulation soit stationnaire , c'est-à-dire que le nombre 
des naissances annuelles soit à très-peu près égal à 
celui des décès, et constant, il suffit, pour trouver le 
nombre des individus existansA dans un âge donné , 
de remonter à l'année où les individus de cet âge ont 
dû naître , et de calculer par la Table de mortalité 
combien il en doit rester à la première époque ; ce sera 
le nombre demandé. 

Si on prend le nombre de naissances marqué c|ana 
la Table, pour celui des naissances annuelles, et 
qu'on ajoute tous les nombres de cette Table , on aura 
le montant de la population correspondante aux nais- 
sances et à l'ordre de mortalité qu'elle représente. Puis, 
si l'on retranche successivement de* cette somme le 
nombre des naissances, celui des individus de 1 an, 
de 2 was , -etc. , le reste exprimera, le nombre des in- 
dividus compris depuis 1 an, sans, etc. jusqu'au 
tenue de l'existence. C'est ainsi qu'a été formée la 



(*) Voy. dans la Bibliothèque britannique , t. IV, pag. 3a8, im. 
Mémoire de M. Hodier. Ces faits sont rapportes aussi par M. Maî- 
tbus , dans son Essai sur le principe de la population, t, II, pag. 3i, 

de la traduction française» 
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-Table insérée dans Y Annuaire , sous le titre de Loi 
de la population en France. Pour plus d'exactitude f < 
d'après l'observation faite dans le n° précédent, on 
prend, au lieu des nombres marqués pour chaque an- 
née, le milieu entre deux années consécutives, afin 
•de rapporter les décès à la demi -année, qui en est 
l'époque moyenne. 

Ce partage de la population, suivant les âges, est 
peut-être le résultat le plus important à considérer,, 
dans l'estimation de la prospérité d'un état , si, comme. 
JK. Malthus paraît l'avoir prouvé, le nombre des 
naissances augmentant beaucQup dès qu'il s'e6t fait ua 
vide dans la population, même à la suite de fléaux 
destructeurs, n'«st pas propre àfaire juger des progrès 
de cette population et de sa force réelle. En effet , 
cette dernière tient au nombre d'individus dans la vi- 
gueur de l'âge , et dont toutes les facultés sont déve- 
loppées autant que le permet l'état de la civilisation , 
secondé par une bonne distribution des moyens d'exis- 
tence. Une nation parvenue à cet «tat doit l'emporter 
sur celle où il naîtrait plus cVenfans , dont la pevte , 
très-multipliée, se réparerait aussi très-aisément, mais 
qui , par. cette destruction prématurée , fournirait en 
proportion moins de sujets pour l'âge aduke. Un accrois- 
sement dans cette partie de la. population n'est qu'une 
surcharge pour l'état. 

1 1 o. Les divers problèmes , dont la solution est in- 
diquée dans les n°* prçcédens , en supposant que la 
population soit statronnaire , ont été traités par Euler, 
en ayant égard aux. changemens qu'elle pourrait re- 
cevoir, par la différence entre le nombre des naissances 
et celui des décès ( * ) ', je vais montrer comment on 

(*) Mémoires de V Académie de Berlin , année- 1760, p. i44- 
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parvient à quelques-unes de ses formules, tant pour con~ 
firmer les principes posés dans le n° 107, que pour 
donner une idée de ce genre de recherches. 

Soit P la population à une époque donnée , N 1» 
nombre des naissances, M celui des morts, P ', N f ,M\ 
r , etc. les nombres analogues pour les années su*- 

P P 

vantes, et faisons ]y=»> jr- = m~, il viendra 

Pz=nN=mM; d'où Mz= — , 

m 

*fe p+n-m = P+N (t -1)= p+p (I--L) 

\ mn / 

Si on suppose constans les rapports n et m, on aura de 
même 

p- = P-( 1+ T^) =P (\ + 2n?Y, etc., 
\ mn J \ mn 4 * 

et la population sera croissante ou décroissante, selon 
qiîe m > n ou m < n. 

Si , pour abréger > ©n fait 1 -I := a , et 

^ mn * 

que dans les équations 

P'rrrniV', #>".= niT, etc. 

'on mette pour P f , P", etc. leurs valeurs Pq , Pq*, etc..* 
puis pour P sa valeur nN > toutes les équations for- 
mées ainsi serpnt divisibles par n et donneront 

• iV'^lty, N" = Nq\ etc.;. 

on obtiendrait de même 

M'z=,Mq y " M"— Mq\ etc. 



\ 



DES PROBABILITÉS. 1&) 

Ces formules font voir que, dans l'hypothèse établie^ 
'a population, le nombre annuel des naissances et 
telui des décès, suivent tous des progressions par 
quotiens , dont la raison est la même. Il suffit donc de 
connaître par l'observation deux termes consécutifs de 
Tune de ces progressions , pour en déterminer la rai- 
son ; et rîen ne sera plus aisé ensuite que de trouver 
dans combien d'années la population s'est accrue dans 
un (apport donné. 

Soit s ce rapport, et rie nombre d'années écoulées 
depuis l'époque de P, on aura l'équation 

Pq r = sP, ou q r = s; 

et prenant les logarithmes , on obtiendra 

r = I>. 

La rapidité de l'accroissement de la population dépend 
en grande partie de l'espace libre et productif sur lequel 
«lie peut s'étendre, et de l'augmentation des subsistances. 
Les Etats -Unis d'Amérique, réunissant ces deux avan- 
tages , paraissent doubler de population en a&ans.On 
a lieu de croire que cet accroissement pourrait s'opérer 
en i5 , dans le cas le plus favorable. 

111. Au moyen des relations obtenues dans l'article 
précédent, on détermine facilement la loi de mortalité, 
lorsqu'on connaît JV, q>M> et comment ce dernier 
nombre -se décompose suivant les âges , c'est-à-dire 
si l'on a le nombre des morts de chaque âge à l'é- 
poque donnée. En désignant par 

fi> v„ v 3 , etc. 

le rapport entre le nombre des individus de 1 , s, 
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3, etc. ans, et le nombre des naissances, et par 

• * 

Mo, M ly M %9 M*, etc. 

le nombre dey décès avant! âge de i, û, 3, etc. ans, 
on aura d'abord 

' ^= N ~J f ° \ d'où Jfo = 2IT(i — v,). 

Si Ton remonte à l'année qui a précédé l'époque des 

' N 

nombres P, 2V, M (no), on trouvera — pour le 

nombre des naissances , d'où proviennent les enfans 
âgés de a ans ; suivant la loi de mortalité , ce nombre 

a dû se réduire à — v x dès la première année, et à 

N 
la 2 e devenir — v a : on aura donc pour la mortalité , 

entre la première et la a* année > 

M _ N N 2V " N 

Remontant ensuite à 2 ans avant l'époque donnée , 
pour arriver à la naissance des enfans de 3 aris , le 

nombre correspondant des naissances est — ; il se ré- 

V 

duit à -t v a à la a e année , puis à -- v 3 à la 3 e : donc 
la mortalité , entre la 2 e et la 3 e année , sera ... 

■jï {y a — V3)> et par conséquent 

N 

M * *= iïï (y* — *ù- 

En continuant aiaii on trouvera toujours des équa- 



t>ES PROBABILITÉ*. 1.9 1 

lions de même forme , desquelles on tirera successi- 
vement 

M,q M c +M t q 

v, -,,,_-_ ==i - N , 

Vî = v. - -^ = i -^ , 

etc. 

Lorsque </= î, on a ilf=2V, et les expression» 
ci-dessus se réduisent à 

Nv x = M — M 0> 

Nva — M — M — M l9 

JST V3 ~ m — M — M x — M %9 ■ 

Ns*i = M — M Q -^ M x — M*— M 3 , 

etc. 

c'est-à-dire que la Table de mortalité se déduit du 
nombre de décès partagé suivant tes âges , ainsi qu'on* 
l'a indiqué dans le n° 102. 

112. Quand la loi de la mortalité est connue , 
celle de la population se détermine de même , en re- 
montant aux naissances antérieures à l'époque de P % 
et réduisant chacun de ces nombres suivant les années 
écoulées. Si Ton prend 100 pour le terme de la vie, 
on aura pour les âges 

1, fi, 3, 100, 

lés nombres d'individus 

n7 N N N N . 

1 V " t V%> q* V *>'"'q"* 100 ' 
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et par conséquent 

P zsz N + -- v l + -v, + — v I00 ; 

d'où 

tf . 7" t V" t " ? 3 "^ç 155. 

Lorsque la population est stationnaire , q étant 1, on 
a, comme dans le n° 109, 

p = jv {1 + v, 4. v ft . . ; . . . + v IOO }. 

En substituant aux quantités 1, v, , v a , V3, etc .la 
moyenne prise entre les deux qui se suivent immé- 
diatement, savoir, 

-î.i 1.1 i,i 1 

la formule ci-dessus se change en 

' qui est la règle indiquée dans le n° 109. 

1 1 3. fialley paraît être le premier qui ait fait yoir 

(*) Si la. loi de mortalité était exprimée par une formule, comme 
celle de Lambert (106) , on pourrait cesser de s'astreindre à placer 
tous les décès annuels à la même époque, et supposer que l'ex- 
' traction des individus se fait d'une manière continue pendant toute 
la durée de Tannée; mais il faudrait substituer des différentielles et 
des intégrales, aux quantités et aux suites rapportées dans le texte; 
ainsi qu'on peut le voir dans l'ouvrage publié par M. DuvilJard > 
sous le titre à? Analyse et tableaux de Vinfiuence de la petite 
vérole sur la mortalité. C'est de la première Table de cet ou* 
trage qujont été extraites celles de V Annuaire que j'ai citées. 
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«boniment on pouvait conclure d'une Table de morta- 
lité , les probabilités de la durée de là coexistence dû 
plusieurs individus , de la durée des mariages , par 
exemple , connaissant l'âge de chacun des membres 
de l'association. Son procédé n'est autre que celui 
de la formation des probabilités composées (16). 

Pour en montrer l'application au sujet proposé / 
cherchons les diverses probabilités relatives à 10 années* 
^association d'un individu de a5 ans avec un de ao* 
Il pourra arriver, ou qu'ils existent encore tous deux 
au bout des 10 années*, ou qu'un seul vive, ou que 
tous deux soient morts. La Table de mortalité de 
1 Annuaire , réduite sur le pied de ïôoo naissances , 
donne pour vivre 10 ans, à partir de â5 ans, 

la probabilité %~> sa contraire i — %-* = -!-•* 
et à partir de ao ans, 

la probabilité £ — , sa contraire 1 — -•= — = s-^ k 
< . r 00a' boa 00a 

De ces probabilités simples résultent les probabilités 
composées 

—^.5 — , qu'ils existeront tous deux: 

~JL i *r im > < I ue * e P^ us &&& 8e * a ^àorï; 

ÂoA SA ,ii« 

JL m vT~* que le plus jeune sera mort; 

»7^-.=-^-, que tous deux seront morts. 

En général , si e et e désignent les probabilités de 
l'existence de chaque individu au terme de l'asso- 

i3 
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dation, f et f les probabilités contraires, le dé- 
veloppement dq 

dodoera 

< <r. «r > #' 

pour les quatre probabilités énoncées ci-dessus. Quand on 
cherche seulement la probabilité que l'un quelconque 
des deux individus existera encore , on a 

* 

De qui est plus simple lorsque les nombres f et f sont 
les plus petits. 

114. Avec ces probabilités , on peut dresser la Table 
de mortalité particulière à chaque associalion ; si Ton 
«eri suppose , par exemple , 1 000 formées à-Ia-fois , 
et que les probabilités simples e> e\ f, f\ se rap- 
portent à la première année écoulée depuis, il y aura 
à la fin- de. cette année. 

1000 ee* associations qui subsisteront encore , 
1000 e'f où I0 plu* jeun* surriTra, 

1000 ef* où le plus âgé survwa, 

*ooo ff où tous deux epront morts; 

Calculant les mêmes nombres pour chaque année , on 
formera une Table pareille à celle que M. Duyillard 
a construite pour les mariages , sur les registres de la 
Mlle de Genève (*), etàl'aide de laquelle on déter- 
minera la durée probable et la durée moyenne de l'as- 
sociation 9 comme la vU,pjrobable et la vie moyenne , 
par la Table de mortalité des indhridus (104 et 107). 
PouTr donnçr, plus, d'exactitude, à sa Table des ma- 



(*) Recherches sur les Emprunts, pag. 60. 
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riages , M. Duvillard a pris eet/ suivant la loi d* 
mortalité particulière aux hommes y e' etf suivant 
celle des femmes ; mais oe soin, auquel il s'est borné , 
faute de pouvoir faire mieux, laisse encore quelqu'ineer- 
titude, car dans les Table» ordinaires de mortalité , les 
décès des individus mariés sont confondus avec ceux des 
célibataires, et il y a lieu de présumer que Tordre de 
mortalité n'est pas le même pour ces deux classes : 
il fendrait dose les séparer. Des Tables construites 
d'après des observations faites immédiatement sur les 
i»ari*gee> mériteraient la . préférence sur les nombres 
conclus par le procédé indiqué ci-dessus , et dispen- 
seraient en outre de tout le calcul qu'il faut faire pour 
obtenir ces derniers. Voilà un exemple très-frappant 
et très-simple de ce que j'ai annoncé dans le n° j q>i , 
sur l'avantage des observations directes. Tant qu'on 
n'a connu dans chaque lieu qu'une loi générale de la 
mortalité , il a fallu supposer qu'elle convenait à peu 
près aux deux sexes ; a-t~on fait la distinction des sexes , 
il a fallu supposer encore que la mortalité des 
personnes mariées différait peu de celle des céliba- 
taires: mais l'observation particulière de la durée des 
mariages et de leur dissolution, dispense de "toute hy- 
pothèse , en donnant immédiatement les probabilités 
dont on a besoin* 

11 5. Le» recherches sur les probabilités de la vie 
humaine ont trouvé une application bien impprtante , 
dans les disputes qui se sont élevées sur l'inoculation 
de la petite vérole. ïl y avait à résoudre deux questions 
décisives : premièrement, il fallait montrer combien 
l'inoculation conserverait d'individu», afin de faire con- 
naître de quelle utilité elle pouvait être à la société; 
et considérant ensuite le sujet sous le rapport de l'in* 
térêt personnel, il fallait balancer le danger que cette 

i3.. 
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opération faisait courir à l'individu, suivant son âge/ 
sa constitution , avec le danger de mourir de la petite 
vérole naturelle , plutôt que de toute autre maladie. Loi 
premier de ces dargers étant actuel, devait frapper" 
beaucoup plus l'imagination que le second , réparti sut 
toute la durée de l'existence et ne paraissant que dans 
l'éloignement À cette distinction , d'Àlembert voulait 
qu'on ajoutât la différence de prix que doivent avoir 
les années de la jeunesse, comparativement à celles 
d'un âge avancé; mais ici on retombe dans ces esti* 
mations vagues qui ne peuvent être l'objet d'aucun 
calcul exact. 

On arriverait facilement à des déterminations précises 
sur l'une et l'autre des questions énoncées plus haut , 
si l'on Connaissait le nombre des individus que là petite 
vérole attaque dans chaque année, avec leur âge, le 
nombre de ceux qui en meurent, et quelle serait la 
probabilité de taourir chaque année, si la petite vé- 
role était éteinte. Ce dernier élément a été conclu des 
données précédentes et des Tables ordinaires de mor- 
talité , 'en retranchant du nombre total des morts de 
chaque âge , celui des morts causées par la maladie , 
et divisant le reste par le nombre total des individus 
eXistan9 à cet âge ; mais , cela suppose , ce me semble , 
que les individus éteints par la petite vérole, n auraient 
succombé à aucune autre maladie , s'ils eussent été 
préservés de celle-là , supposition qu'on pourrait bien 
ne pas admettre, il paraît plus exact de comparer le 
nombre de décès occasionnés par d'autres maladies que 
Ja petite vérole , non pas à la totalité des individus de 
l'âge, dont il s'agit , mais au nombre de ces individus, 
diminué de ceux qui sont morts de la petite vérole , quoi- 
cfue ce ne soit pas encore tenir compte de la manière dont 
•e seraient éteints ces derniers individus , s'ils eussent été 
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jpriservéY de la. petite vérole. Pour éviter ces objec- 
tions, il faudrait déterminer immédiatement cette mor- 
talité sur des individus soustraits à l'influence dé la 

r 

Maladie.. En choisissant ceux qui ont déjà eu la petite 
yérole , on pourrait néanmoins encore craindre que Tefr 
fct de cette maladie n'eût opéré dans leur constitution 
un changement d'après, lequel leur ordre de mortalité 
ne fût pas le même que pour des individus préservée 
de toute autre manière; mais quoi qu'il en soit de ces 
difficultés, les résultats n'en conservent pas moins la même 
marche, et je ne les ai exposées que pour montrer com- 
bien le sujet est épineux. Je reviens aux données in- 
quées ci-dessus* 

N étant toujours le nombre annuel des naissances , 
je désignerai par v', v", v*, etc. le nombre des indi- 
vidus existans à 1 , a, 3, etc. ans, par «> «', «"; 
**, etc. ceux qui sont attaqués de la petite vérôlè\ 
avant 1 , 3,3, etc. ans , et par. /*, fa ^", p m 9 etc. ceutf 
qui en meurent, I^e nonibçe da morts causées par 
«J'^utres maladies sera , 

de* o à î an, iV— »v'— «/•, 

aà3 v*— V — fa 

etc. 

JLes probabilités de mourir de ces maladies seront^ 
dans la première hypothèse, 

itzy'na. '-*-* *-*f-< etc.^ 



et dans là seconde- , 



/ ': » ,.«> -# 



JV-, M '• **— * : * VW 



«ïtev. 
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En général , qu'elles soient déduites , soit de ces ex- 
pressions » soit des précédentes , ou de toute autre ma- 
nière, désignons-les par m, m\ m", m", ete. ; après 
l'extinction de la petite vérole , n nombre N de nais- 
sances donnera 2V( t_m.) enfiuas âgés de i an, 
A r (i — r»)(i— m') anfans âgés de a ans, etc., nombres qui 
forceront la Table de mortalité correspondante à cet 
état de choses; et en la comparant à la suite des 
nombres iV, v', v% if, etc, on en déduira le nombre 
des individus qui sont conservés dans chaque âge , l'aug- 
mentation de vie moyenne gagnée par eux en parti- 
culier, et celle qui en résulte pour tous les individus. 
Connaissant d'ailleurs le rapport du nombre annuel an 
mariages à celui des individus nubiles, et le rapport 
du nombre des mariages aux naissances , on obtiendrait 
l'accroissement produit dans les naissances , par les 
individus conservés: ce serait le gain de la popula- 
tion; mais pour qu'il ait réellement lieu, il faut que 
la facilité de subsister croisse aussi dans le niêm* 
rapport. — 

116. Dans l'état présent, « individus prenant la 
petite vérole de o à 1 an, et /v y succombant, il r&- 

suite, pourretfe première année, les probabilités ^ àe. 
prendre la petite vérole, -^X - a» ■« d'en mourir (1 S), et 
— -=— de n'en être pas atteint. 

Des iV— « individus qui ne l'ont point la première 
année , la mortalité causée par les autres maladies n'en 
laissera que (AT— *)(i— m) ; sur ce nombre, m prendront 
la petite vérole dans la seconde année , et fi y succom- 
beront; ainsi on aura, pour cette a* année, les. P ro " 



i 
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habilités ,. T .. . . ■ _ de prendre k petite vérole ,_ 
(iv— *)(x — m) r r 

/ ^ 
7=7 — T7 r d'en mourir., et 1 — 7=^ — ry r 

de n'en être pas attaqué. Le nombre des individus 
qui ne seront pas atteints étant alors (A 7 — *)(i— m)— m* 
te réduira , par lès autres maladies^ 4. .......... • 

{ (W-*)(i— m) — ^}<i— m') , de la seconde à là troî- 
«ième année. En continuant ainsi, oh calculera lès pr*~ 
babHftés correspondantes à chaque année. 

Si, pour abréger, on désigna par •'; i*, i*, etc. te 
Jioitibredes individus qui ne sont pas encore atteints delkt 
petite vérole au commencement de chaque année, lès. 
probabitftés d'en méurfr seront, pour Îil i*% 1* %\ hk 
3% ete. ftftnéè, 

£ £ t£ etc • 

les probabilités d'être du nombre des individus qui 
n'en ont pas encore été attaqués seront, au comme»- 
cernent des années 1, a, 3., ©te, 



»' •* 
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d'où il suit que les probabilités d'en mourir , dans 
i, a, 3, etc. a&s, à partir de la naissance, seront. 

N't'—N' N> M' eta * 



et en partant de 1 an, 



^^ §^ «^ a#v^ 
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résultats qu'on peut appliquer à toutes les années , en 
accentuant, d*aprè9 le numéro de ces années» ha, 
quantités t et p. La somme 

t*' + p* + **+»•• 

de ces probabilités, poussée Jusqu'à la plus longue 
çlurée de la vie, donnera le risque de mourir de la 
petite vérole , rapporté à l'âge d'où l'on part. Ce risque 
est celui qui devait être comparé au risque de mourir 
de la petite vérole inoculée , pour estimer l'avantage 
que l'inoculation offrait à l'individu qui voulait s'y 
soumettre. 

1 17, Il ser^t aisé de tirer de çeq calculs le nombre 
4es individus de chaque âge , qui meurent sans avoir eu 
la petite vérole, la durée moyenne de leur vie, et 
beaucoup d'autres, conséquences , développées par 
M. Duvillard , dans l'Ouvrage oité, p. 19a , mais dont 
le détail n'entre pas dans mon plan. 

Daniel Bernoulli , par son éminente sagacité , sup- 
pléa aux données précédentes qui lui manquaient, 
en s'appuyant toutefois sur deux hypothèses que les 
faits n'ont pas confirmées , savoir , que le danger d'être 
attaqué de la petke vérole était le même pour tous 
les âges , ainsi que le danger d'y succomber (*) ; mais 
l'avantage était d'ailleurs si considérable, qu'il: de- 
meurait encore très-évident malgré ce défaut, que 
M. Duvillard , aidé des observations multipliées faites 
postérieurement au Mémoire de Bernoulli, a entiè- 
rement évité. Voici quelques-uns des principaux ré-< 
aultats qu'il a obtenus. 

(*) Mémoires de V Académie des Scient** de Paris, an. 1760» 
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On trouve aux pages i4« et suiv. de son Ouvrage, 
l?. que dars l'état naturel, sur i ooo ooo d'enfans nais- 
sans , 85 635 mourront tôt ou tard de la petite vérole , et 
que la vie moyenne de ceux-ci sera de 3 a *',p, ; a*, que si 
cette maladie avait disparu, leur vie moyenne s'éle-* 
yerait à 44? HS >7 \ & que dans cet ordre de choses , 
que l'auteur appelle Y état non variolique , la via 
Moyenne de tous les individus serait de 3***' \ àù lieu 
fie a8 d ** l (108), la population , qui, pour i ooo ooo 
de naissances,, ne. monte qu'à 387S3 000 individus, 
«'élèverait à 3a q5S ooo. Tels seraient les effets de la 
vaccine i si la pratique en devenait générale. Et qui 
pourrait empêcher qu'il n'en fût ainsi , puisqu'elle est 
d'une extrême facilité , qu'elle ne présente aucun dan- 
ger, et que le nombre des épreuves directes et inverse» 
auxquelles elle a déjà été soumise constate son utilité, 
par une probabilité très - approchante de l'unité, e% 
appréciable par les calculs les plus simples»?. 

118. Ce n'est pas pour la petite vérole seulement 
que les médecins ont formé des tableaux d'observa- 
tions : il y a déjà quelques ouvrages où l'on a suivi cette 
jnéthode , la seule qui soit vraiment démonstrative ; 
puisque la médecine ne se compose en grande partie 
que de faits déduits immédiatement de. l'observation, 
qui seule a fait remarquer et a constaté l'effet des re- 
mèdes spécifiques les mieux reconnus pour tels. Les 
efforts de la nature se combinent de tant de manière» 
avec les diverses méthodes curatives, qu'aucune de 
ces méthodes n'est peut-être entièrement dépourvue de 
succès , au moins apparens. C'est donc de la compa- 
raison du nombre de ces succès , avec le nombre totaj 
des maladies traitées suivant chaque méthode , et des 
maladies abandonnées "à la nature, (si ce dernier cas 
çouyait avoir lieu) , qu'on doit assigner le mérite re~ 
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latif de ces méthodes , et répondre aux objections 
fiouvclées san» cesse contre la médecine. M. Pinel, 
et plusieurs autres médecins, ont fait connaître les résul- 
tats obtenus dans les hôpitaux où se traite l'aliéna- 
tion mentale. En 1789, M. William fflaclc , médecin 
anglais, a publié la seconde édition d'iràé Analyse 
arithmétique et médicale des maladies et de ta mot" 
talité de F espèce humaine {An arithtnètical and me- 
dical Anaiysis etc. ). C'est par la continuation et 
l'extension d'un pareil travail , que Ton pourra cons- 
tater irrévocablement si la médecine fait des progrès 
réels ; les hôpitaux , plus nombreux et beaucoup mieux 
tenus que dans le siècle dernier, offrent à cet égard 
de grandes facilités (*). 



(*) On a tant calomnié l'esprit philosophique , c'est-à-dii* la 
raison appliquée à tout ce qui iote'resse la société, qu'il doit être 
permis de rappeler les faits évidens qui parlent en sa faveur. L'on 
des plus frappans est l'amélioration du sort des malade* dans les 
hôpitaux, due aux efforts d'hommes bien connus pour n'être mas 
qne par utrepnHantropïe purement humaine. C'est par leurs soins, 
et dans un temps difficile , qu'a cessé l'entassement des malades dans 
un même lit à Y Hôtel- Dieu , que les mesures ont été prisés pour di- 
minuer la mortalité effrayante des enfans trouvés , qu'ont été formel 
des hospices séparés pour l'accouchement et l'alkitement , et beau- 
coup d'antres institutions d'ordre et de bienfaisance qu'il serait trop 
long de détailler ici. Dans ce dit-septième siècle , si vanté , la mor- 
talité de l'Hôtel-Dieu de Paris était le scandale des étrangers : il r pé- 
rissait plus de 3ooo malades par an , faute de soins. ( Voyez Essàf 
tending to proue that in îheHospital called l'Hôtel-Dieu ««Paris, 
thèrê die a&ôp*3ooo pet annum, by reason ofill accommodation 
(1687) , Pùliticals £W r *, by William Petty, édit. de 1755, p. 63). 

Le zèk religieux comme la pitié , peut sans doute prodiguer bs 
secours, mais la raison seule, les dispensant avec impartialité* 
établissant l'économie par Tordre , sait faire participer le plus grand 
nombre d'individus au bienfait, et préparer dans le présent des 
ressources pour Favwnir. 
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Des Rentes viagères , et des Assurantes sur la vi* 

et sur les choses. 

119. Les probabilités de la vie humaine, combinées 
avec l'accroissement des fonds placés à intérêt composé, 
ont donné lieu aux rentes, viagères, aux assurances 
sur la vie> aux caisses ^épargne , et en général à 
toutes les spéculations par lesquelles on se procure , 
soit pour le présent, soit pour l'avenir, des avantage» 
pécuniaires dépendans des chances de la mortalité. 
L'importance de ces théories a multiplié beaucoup 
les questions qui s'y rapportent et les auteurs qui en 
ont traité. On ne doit donc s'attendre à trouver ici 
que les indications nécessaires pour montrer comment 
le sujet se rattache au calcul des probabilités; et la 
solution des problèmes les plus simples suffira pour 
pela. 

Considérons premièrement chacun des f individus 
compris dans une Table de mortalité à un âge donné , 
comme propriétaire d'une rente viagère s , ou comme 
devant toucher annuellement dette somme pendant toute 
la durée de sa vie ; celui qui est chargé de payer ces 
rentes , et que je hommevai le banquier , donnera à. 
la fin de la 1" année la somme \fs, à la fin de la a*, 
v"s, à la fin de la 5 e , <J*s , et ainsi de suite; v^ v", 
v", etc. désignant le nombre des individus existans à 
la fin de ces années. (Si t représente le tatifc de l'intérêt, 
ces sommes, rapportées au commencement de la pre- 
mière année ( Voyez les Elém. et Algèbre.) , devien- 
dront respectivement 

v's v"* v m s 

etc. » . • 



et ainsi de suite , jusqu'à l'$ge où finit la Table de 
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mortalité. En les ajoutant on aura la valeur totale 4f 
ce qu'ont dû payer les individus existant à la première 
époque, pour acquérir ces rentes ; chacun d'eux aura 
donc payé pour sa part , 

t f i/j v's v m s . • ) 

- vlT+i + (THFÔ î +(TTÔ 1 + etc / =3 

La somme S est le capital de la rente viagère 5; c'est 
aussi la valeur moyenne des sommes payées par le ban- 
quier, réparties entre tous les individus de la Table, 
de manière qu'il n'éprouvera ni perte , ni gain > si l'ex- 
tinction des rentiers a lieu conformément aux nombres 
imarqués dans cette Table. 

La formule de l'espérance mathématique donne la 
même expression pour S , en ne considérant si l'on 
veut qu'un seul rentier ; car les sommes éventuelles 
rapportées à la première époque étant 

s s s 

7+7* (Hhô 5 * ô+ô" 3 ' etc# *' 

et les probabilités que le rentier existera à la En des 

années 

i, a, 3, etc. 

étant 

4/ y* rf* 



V* V ' v 9 



etc., 



aon espérance mathématique sera 



s f i/ y* v" , | 

valeur de $ trouvée ci-dessus. 



/ 



iao. Ces deux manières de mettre le problème en 
équation, doiyent rappeler les réflexions du n° 78 , 
et montrer comment ie sort de l'emprunteur qui se 
charge d'une seule rente viagère , diffère de celui dti 
banquier payant un nombre de rentiers assez consi- 
dérable pour que leurs décès suivent Tordre indiqué 
par la Table de mortalités La première entreprise est 
bien hasardeuse ; l'autre , au contraire , l'est peu , si 
toutefois la Table de mortalité a été construite ou 
choisie d'après la classe d'individus qui doivent com- 
poser les rentiers. Quand il s'agit d'un emprunt public 
À rentes viagères, on doit bien se garder d'employer 
la Table de mortalité générale , pour une grande ca- 
pitale ; car ce ne sont guère que des individus choisis 
qui s'intéressent à ces emprunts : aussi sont - ils très- 
onéreux à l'état quand on donne le même taux sur 
toutes têtes , c'est -à dire pour un âge quelconque, 
comme on l'a fait, en France, vers 178©, ce qui a 
produit la spéculation suivante. 

Des banquiers , ayant remarqué l'avantage que les 
femmes avaient à Genève sur les hommes , par rapport 
à la durée moyenne de la vie, en ont fait choisir par 
des médecins , un certain nombre ayant déjà subi 
les épreuves de la petite vérole , de la rougeole , dont 
la constitution paraissait la meilleure , et dont ils pou- 
vaient surveiller la conduite ; c'est sur ces têtes qu'ils 
ont placé leurs fonds , dont ils ont formé un seul ca- 
pital , divisé en actions, par un arrangement fait 
entr'eux, de manière à pouvoir associer un grand 
nombre de personnes à leur spéculation. Recevant 9 
pour 100 d'intérêt, ils pouvaient donner 7 pour 100^ 
ce qui était au-dessus de l'intérêt légal, et les a pour 100, 
qui leur restaient , étant placés à intérêt composé , à 
5 pour 100 seulement, devaient en 26 ans reformer 
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le capital. Or la vis probable des femmes de Ge- 
nève , prise à l'âge de ao ans., surpasse beaucoup 
ce terme, puisqu'elle s'élève kfa ; et de plus, comme 
ce n'est là qpie le tenue moyen , prie sur toutes les 
professions , il y a bien lieu de eneire que celui des 
sujets choisis par les banquiers dont nous parions aurait 
été plus fort, ensorte qu'on ne s'éloignerait pas beau- 
coup de la vérité ,. en prenant pour leur profit ce que 
serait devenu le capital au bout de 4° asi3 > et 31°** 
il se serait plus que doublé. 

Ce n'est là qu'un aperçu ; car pour avoir la vraie 
mesure du désavantage de l'emprunteur dans le cas 
actuel , il faudrait connaître avec précision l'ordre de 
mortalité des individus de la classe dont il s'agit, et 
calculera quel taux devrait être l'intérêt de l'argent, 
•pour qu'ils pussent obtenir g pour 100 en rentes via- 
gères. La solution de cette question dépendrait de 
l'équation $u n ° ny -, les données, seraient «/ , 1/, v\ 

v*. etc. ; on aurait s = -^— , S disparaîtrait comme 

facteur commun aux deux membres , et il viendrait 

équation de laquelle il faudrait tirer la valeur de f , 
ce qui ne. pourrait se faire que par des tâtonnemens 
assez laborieux, si l'on n'avait pas déjà un grand 
nombre de Tables construites d'après divers ordres de 
mortalité , et pour divers taux d'intérêt. 
- lai. Il est évident que de simples opérations arith- 
métiques suffisent pour calculer la valeur de S et ré- 
soudre la question directe, en ayant même égard à 
une circonstance que j'ai négligée , pour plus de sim- 
plicité. J'ai supposé, dans la construction delà for- 
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mule du n° 119, que les décès des rentiers avaient lieu 
à la fin de ehaque année; mais comme il n'en est pas 
ainsi, et que Ton paie aux héritiers, une partie de la 
rente proportionnelle au tems que le rentier a vécu , 
il- ' faudra , pour compenser cette différence, substi- 
tuer { (y + v') à. v', £ (•+ vO à v", etc. Si l'on vou- 
lait établir la loi de continuité dans les décès , il 

frudrait substituer aux nombres- 9 > */, v" une 

expression générale de la loi de mortalité (106), et 
recourir au calcul intégral ( Voyez la note III.)* 

Le plus souvent on n'emploie , pour abréger le cal- 
cul, que la distinction des périodes pendant lesquelles 
il est permis de regarder le nombre annuel des morts 
comme constant. En désignant ce nombre par m , il 
vient 

^ = v — m, v"=v — ara, v*=v— 3i», eto.j 

ce qui change, la valeur de S en 

'-Cette expression se décompose dans les deux suites ' 



— f 



+ 



- . . . *•+ 



:n->j 



sm t , a 5 n j 

n représentant le nombre d'années de la période. Si, 
pour abréger , on fait — — =ç,.la première .suite, 
«pli est une progression par quotiens, deviendra 
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«t la seconde se changeant en 

-^O+^ + Bf + nq*-*}î 

on posera 

1 +*q + Zq* + juj»-* =/; 

multipliant les, deux membres de cette équation par qj 
il viendra 

q +zq* + 3 9 8 + nq* '= fq; 

et ajoutant au premier membre la progression par 
cpiotiens 

i+q + <f + q> + <T; 

au second , -— ^ — , somme de cette progression; 
on obtiendra 

1 + aç + W+tf H (»+0*" =/H — *-♦ 

i— — q 

Observant alors que 

i + aq + Zq* + 4q*.. . .-f (n+x)q* =/+(*+0?"> 
on formera l'équation 

/+ OH-0?* = /* + J =_— ; 

d'où l'on déduira 

C*) On panricnt bien facilement à ce résultat par le calcul dif- 
férentiel : car U ett risible que 

i + a? +3*....+»*-' = ^? ^ 2J =» ^? • 

On trouvera de même la tomme des séries analogues dans on oréW 
quelconque. 
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Au moyen de cette dernière somme et de celle de 
la première suite, on a enfin 

y _ qs(.i*~q H ) qsm ( \~-q n + l _ (n+\) q*\ , 
*— q v l(i— q)*~* " 1— > q i % 

formule où il ne reste plus qu'à mettre pour q sa 
valeur , et opérer quelques réductions, auxquelles 

* * * > • 

je ne m'arrêterai pas. En l'appliquant à chaque période, 
depuis l'âge d'où l'on part jusqu'à la fin de la Table da 
mortalité , la somme des valeurs trouvées pour & donnera 
celle de S. L'hypothèse de Moivre (iô6) est commode 
en ce qu'elle ne fait qu'une seule période, à partir da 
12 ans. 

132. Comme le plus souvent c'est une Table da 
rentes viagères que l'on construit pour tous les âges , 
Euler, dans le Mémoire cité , p. 1 87 , a trouvé coih- 
mode de dériver le taux relatif à un âge, du taux 
relatif à l'âge suivant. Si l'on substitue des numéros 
inférieurs désignant les âges , aux accens dont les v 
sont affectés dans la formule du n° 119, on aura 
pour l'âge n, 

et pour l'âge n+i, 

Tâge le plus avancé de la Table de mortalité donnant 
le dernier terme de ces suites. Si on divise la seconda 
équation par 1 + t> qu'on multiplie les deux membres 
de- la première parv n , ceux de la seconde par v tt-H , 
et qu'on retranche les produits terme à terme y il res« 

*4 
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tera seulement l'équation 

v Ç -„- V *+ x Ç r V *+* 

qui fera connaître S* par le moyen de Su+ t , et pourra 
•enrir à calculer les valeurs du capital de la rente s, en 
cpuimençant par l'âge le plus avancé. Assez ordinaire- 
ment on fait s = if r ; ou = îoo^* 

ia3. Les rentes sur deux tètes se calculent d'une 
manière analogue , en substituant aux probabilités 

«/ v* 

— , — , etc. dq n° 119, fe* valeurs successives de 

la quantité 

ee' + <f+e/' = * - ff 

qui , dans le n° 1 1 3 , exprime la probabilité de l'existence 
de l'une quelconque des deux $tes s,ur lesquelles \sl çente 
est constituée, ou, bien en appliquant 4 une Table indi- 

Suante loi suivant laquelle s'éteignent un, npjnbre çlpnné 
'associations d'âges donnés , lés considérations par 
lesquelles commence le n° 119. 

1 24* L'espèce de tontine là plus simple , n'est au fond 
qu'une annuité à terme probable ; car dan* ce place* 
ment, où les {enjÈiep survjvans héritent de ceux qui 
sont décédés , le banquier paie tous les ans la, même 
somme, jusqu'à l'entière extinction de la classe des ren- 
tiers du même âge. Supposant que S soit la somme 
qu'ils ont placée en çonimun , s celle, que le banquier 
leur paie chaque année , et n le nombre d'années qui 
doit s'écouler jusqu'au terme de la, Table de morta- 
lité, on aura 






(Elém. Jtjtlgèbre)\ quant à la somme, s , elle se par-* 
tagera entre les rentiers , suivant le nombre d'individus 
existans chaque années < 

Lorsque la classe des rentiers est très'-nonibreuse >' 
il est évident que le nombre n est celui des années com- 
prises depuis l'âge où ils font leur placement jusqu'au 
dernier âge marqué dans la Table de mortalité; mai* 
dans le cas contraire , le banquier leur ferait tort, en 
reculant ainsi le terme de l'annuité. Saint- Cyran pro-* 
pose de prendre pour ce terme l'année où il y a une 
probabilité £ que tous les rentiers seront éteints; dans 
le cas de deux rentiers, par exemple, oe serait Tannée 
où la quantité ff du n° ii3 se redirait à £, c'est- 
à-dire le terme de la durée probable de Association (*)» 
Si les rentiers ne devaient hériter que (Tune portion 
du revenu des décédés , de la moitié , par exemple > 
le banquier aurait à payer > à la fin de la l" année > 

fi/-f- ~ j z= T rentes , à la fin de la teconde j 



.a .. i .Jt 



^+ r -r— : =*? — ~ » f» **»** d* «&ï*ei *n aurait 4oao 
l'équation 

5K ^lTTF + 0^ + Ff : ? +etc f 

, HDii . t.uuiiuin 1HU--1 'il ft'unw i iwy w u w ' < mi i nm ii' n t t » ^ 

(*) Recherches sur tés etoptunts, aft part*, pag. 4&i*U>il9*t* 
r *m* P*Ç* foàw* 4«l^e lK>Hrle jeifBe ges rentes viagers* quejçonijues, 
Ut calcul, reluit li celai d'une annuité , tjevif ndrajt beaucoup pipa 
niipple; tuais, eteepté dans des cas très-rares * il donnerait toujours 
'des rentes pins faibles que le procédé du n* 1 19. Sens ce rapport il 
4KMB*iendfait peut-être mieu* an cas on il s'agit d'une seule rente } flgr 
s)$9*s le banquier e*expose beaucoup ; mais pourquoi le rentier ferait-il 
un contrat désavantageuse, quand il peut obtenir un taux plut confia 
durable en prenant part à de nombreux placement ? 
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et chaque rentier toucherait les sommes ^ À à U 

^ a/ 

fin de la x r * année , ■ „ - à la fin de la a* etc. 

■ . . air ' • 

. 13&. La théorie des caisses d'épargnes ne diffère pas 
beaucoup de celle des rentes viagères sur une seule 
tête; et celle des caisses par le moyen desquelles on 
assure des pensions aux veuves, ressemble beaucoup 
à celle des rentes viagères sur deux têtes. 
. Dans les établissemens de la première espèce , chaque 
associé donne , soit une somme une fois payée, soit 
une somme annuelle , pour avoir droit à une pension 
dans un âge ayancé , ou à des secours -en cas de ma- 
ladie. Il est aisé de voir que pour le premier cas, 
si S désigne la somme donnée pour recevoir une pen- 
sion s, après un nombre n d'années > les sommes étant 
rapportées à l'époque du placement , on aura l'équation 

Si on paie des sommes annuelles S , S t , S+, étc; 
il faudra substituer à S la suite 



C'est à ce cas que reviennent les retenues que l'on 
fait aux employés dans certaines administrations , pour 
leur assurer des pensions de retraite. 

Si la caisse doit donner des secours en maladie, 
il faudra introduire dans le second membre les produits 
*de ces sommes, réduites à la même époque et multi- 
pliées chacune par la probabilité de les délivrer. Cette 
probabilité doit*e conclure des observations faites avec 
soin , sur le nombre 1 et la durée moyenne des ma- 
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ladieâ dans la classe d'individus à laquelle, la caisse 
est particulièrement affectée. , 

L'utilité de semblables établïsseniens est si évidente, 
que de simples ouvriers laborieux et économes , se 
sont réunis pour en former. Quoiqu'ils n'eussent pas 
tous les élémens nécessaires pour bien asseoir leurs 
calculs , et que leur petit nombre ne leur donnât pas 
autant d'assurance qu'une réunion plus considérable x 
cependant plusieurs de-ces réunions ont prospéré. Toutes 
ont senti l'avantage qu'elles auraient à s'étendre ; mais , 
comme on peut le voir par les intéressons rapports 
qu'a fait sûr ce sujet, à la Société Philantropique % 
M. Dupont de Nemours ^ presque toutes ont craint 
d'attirer les regards , de peur d'être atteintes par là 
versatilité des. systèmes financiers de l'état; car ce n est 
que par une grande sûreté dans les placements , que 
ces caisses peuvent prospérer. L'idée de les lier avec 
l'administration du Mont-de-Piétè , comme l'a proposé? 
M. Mourgue , dans le plan qu'il a présenté à l'Institut, 
serait très-heureuse > si cette administration, qui peut 
faire l'emploi des plus petites sommes , et dont les ca- 
pitaux sont dans un mouvement continuel*, demeurait 
indépendante des fonds publics (*). 

xa6. La forme des caisses, affectées aux pensions des 
veuves, peut varier aussi de plusieurs manières; mais 
il suffit de considérer la forme la plus simple , pour 
pouvoir , au moyen de ce qu'on a vu dans les articles 
précédens , se faire une idée de la manière de traiter 
les autres. Que chaque homme marié donne, soit eu 
se mariant, soit annuellement, une somme, sous là 
condition que s'il meurt, sa veuve recevra , soit une 
somme , soit une rente donnée; on exprimera facile- 



{*) Plan 4'une caisse de prévoyance et de secours. 



J 



pl4 TRÂlTi ÉLÉMENTAIRE 

ment les relations Àe ces sommes , en les réduisant 
toutes à la. même époque, et en les multipliant ensuite 
par les probabilités de les payer. 

Si la condition est un seul paiéîhentà fafre par chaque 
membre de F association et par la caisse , il suffira dé subs- 
tituer au nombre v , dans la première équation du n* 1 a5 A 
le nombre ee du n° n3, calculé d'après dés Tables 
appropriées à la classe d'individus dont il s'agît , et aux 
nombres v n , v X4 ., , etc. celui dés femmes qui deviennent 
veuves chaque année , lequel est là différence des va- 
leurs de ef u une année à l'autre. 

Si lés paiemens sont faits annûellenient, tant par lea 
associés que parla caisse , alofs c'est là seconde équation 
5u n* ia5 qu'il faut employer, en substituant aux v , i> f , 
v A , etc. , au premier membre les valeurs successive* 
de ee' (n3) , et aux v^ > v B4 . r , etc. du second membre K 
celles de .ç'f, qui désignent te nombre de veuves, exisn 
tantes à la En de chaque année. 

1117. Ce% exposés sommaires n'ayant pour but que 
de faire connaître les relations des diverses manières 
de combiner l'intérêt de l'argent avec les chances de la 
mortalité , et les moyens qu'où peut employer- pour 
résoudre les questions qui s'y rapportent, je renvoie 
aux auteurs" qui en ont traité particulièrement, et à 
}a tête desquels il faut placer Eulér, pour son ouvragé 
sur les Caisses des veuves; frais je ne dois pas omettra 
de faire observer que si, dâjis les emprunts, l'équité 
exige qu'on rende aux prêteurs' tout ce que leur as-* 
signe ta formule de l'espérance mathématique , il n*en 
saurait être de même dans les caisses établies pour les 
épargnes, les secours, etc. Cêlles-Ci ont des frais d'ad* 
ministration qui doivent être supportés par tous les 
membres de l'association. De plus , tant que l'association 
est peu nombreuse, la cause doit prendre quelqu'arau* 
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tige , afin de parvenir à former un fonds qui puisse 
parer aux irrégularités que la succession des événement 
présente par intervalles ,. ou bien elle risquerait de se 
trouver hors d'état de reiriplir les conditions qu'elle 
s'est imposées. Elle donnera donc un intérêt moins fort 
que le taux ordinaire , ou fera une retenue sur les. 
sommes payées par les sociétaires. Lk réunion de ces 
bénéfices , multipliés pat les probabilités qui leur cor- 
respondent, compose l'avantagé du banquier, comme 
pour la Ibterie et les jeux; mais sa détermination 
exige encore qu'on distingue le cas où là caisse n'em- 
ploie & faite son service que îés fonds qu elle a reçus , 
et celui où le banquier a entrepris, a ses risques et 
périls, défaire ce service sur ses propres fonds, aii 
moyen du bénéfice qu'on lui alloue. 

128. C'est à ce dernier cas. que se rapportent les 
compagnies qui assurent les marchandises et les vais- 
seaux , contre les risques de mer ou de guerre; les 
maisons, contre les incendies; la valeur des récoltes, 
contre les intempéries des. saisons , et en général tous 
les genres de commerce qui dépendent d'événemens 
soumis au hasard. Celui qui se livre à de pareilles spé- 
culations doit trouver dans létaux qu'il exige, pre- 
mièrement une probabilité très-considérable de ne pas 
entamer ses fonds au-delà d'une certaine limite , afin 
de pouvoir continuer suffisamment sa spéculation ; se- 
condement, une probabilité assez grande d'obtenir un 
profit an moins égal à l'intérêt que ses capitaux lui 
auraient rapporté dans un placement qui hé lui eût 
fait courir aucun danger, plus au salaire auquel lui 
donne droit le travail qu'exige de lui son entreprise. 

Le premier élément â déterminer icï est lé risque 
de perte et la probabilité dé succès. Il nef serait pas* 
*isé de dire comment on s'y est pris à l'égard des 
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risques maritimes; car je ne sache pas qu'on ait dresse 
des listes exactes et long-tems continuées des vaisseaux 
qui se sont perdus, ou qui ont été pris dans différentes 
guerres. La construction et le dépouillement de ces 
listes exigerait beaucoup de détaU, puisque dans la 
classification des événemens , il faudrait considérer le 
lieu et le tems , soit du départ, soit de l'arrivée, ta 
force du vaisseau, celle de l'équipage. Le détail de la 
valeur des pertes serait encore plus considérable , puis-» 
qu'on assure non-seulement le corps du navire, mais 
les marchandises qu'il porte, et qu'on répond des; 
avaries que ce corps ou ces marchandises peuvent 
éprouver. Il ne parait même pas possible d'apprécier, 
çvec quelqu exactitude cette foule de circonstances ; 
mais il est vraisemblable que las profits du commerce, 
maritime ayant été d'abord très-considérables , les né- 
gociant, dans la* vue de se procurer des rentrées cer- 
taines , ont pu faire sur ces profits des sacrifices assez 
grands pour tenter des spéculateurs hardis. L'exemple 
des gains que ceux-ci ont faits leur a bientôt donne 
des concurrens ; d*un autre côté , le bénéfice des mar- 
chands devenant moindre , les dangers diminuant par 
le perfectionnement de la navigation , les uns ont appris 
de l'expérience ce qu'ils devaient abandonner, et les 
autres ce qu'ils devaient exiger pour ne pas trop com- 
promettre leur fortune. 

Si l'on voulait appliquer aujourd'hui le calcul à ce 
genre d'assurances, il y aurait de grandes recherches 
4 faire dans les ports, pour se procurer des données 
exactes ; mais il y a tout lieu de croire qu'on n'en reti* 
rerait paâ beaucoup de fruit ; car l'Académie âe» Sciences 
proposa trois fois ce sujet de prix, de 1783 à 1787 , 
et ne put rien obtenir de satisfaisant. La théorie n'était; 
pas difficile à établir > mais les faits ont toujours man-t 
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que y et ensuite la considération d'un nombre fort grand 
de risques ayant des probabilités et des valeurs diffé- 
rentes , aurait rendu les calculs impraticables, à moins 
que l'on n'eût réduit tous les risques ,qui offraient quel- 
qu analogie , à un seul , d'une probabilité et d'une va- 
leur irioyenne, ce qui aurait été moins exact, mais, 
ce qu'il paraît impossible d'éviter de faire , même pour 
les autres genres d'assurances. Il aurait fallu aussi, 
dans la rigueur, faire usage des formules qui donnent 
les probabilités à posteriori; mais il n'était guère moins 
nécessaire de sacrifier encore ce point à la brièveté. 

129. En réduisant donc la question à l'état le plus 
simple , ne, considérons que deux événemens , l'un en- 
tièrement heureux, dont la probabilité soit e, l'autre 
faisant payer par l'assureur une somme a et dont la 
probabilité soit f\ désignons par p le nombre des vais- 
seaux assurés , et par b la somme que l'assureur reçoit 
pour chacun. Cela posé, la somme des termes du déve- 
loppement de'(e-+ fy, à partir du premier terme jus- 
qu'au terme affecté de e*""*/* inclusivement, donnant la 
probabilité que le nombre des événemens malheureux 
ne surpassera pas q (sa) , si l'on étend cette somme jus- 
qu'au terme où elle cesse d'être moindre que ta proba- 
bilité à laquelle l'assureur veut arriver , de ne pas outre- 
passer la plus grande perte c qu'il consente à éprouver, 
et que q' représente la valeur particulière de q à ce terme , 
q'a — pb sera la plus grande perte correspondante à la 
probabilité fixée. En l'égalant à c , on aura l'équation 
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q'a— p6=c, d'où b = 2 

puis représentant par g le gain que donne l'opération 
lorsque le nombre des événemens malheureux est ré- 
duit à q") on formera l'équation 

pb — q*a = g 
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dans laquelle mettant la valeur àepb, tirée de Inéquation 
précédente , on aura 

ça — c — <far=z g> ou f'—g'rr-^p, 

ce qui, lorsqu'on se donnera g* ; fera connaître «7* par «7*, 
indépendamment de p. Calculant alors la probabilité 
correspondante à la valeur de q*, on verra si elle donne 
une espérance suffisante d'atteindre au bénéfice que 
comporte la nature de l'entreprise. 

Si cela n'était pas, on pourrait augmenter cette pro- 
babilité, en prenant pour l'exposant p qui marqué 1* 
nombre des vaisseaux assurés , dés nombres de plus en 

plus grands, afin que le rapport *- devenant de plus 

P 
en plus petit, la somme des termes compris entré celui 

qui est affecté de e^^f^ et ef~**fi* 9 et Composant îa 
différence des probabilités de perte et de gain, dé- 
croisse de plus en plus. 

Pour donner aux calculs pf écédens toute l'exactitude 
dont ils sont susceptibles 9 il faut tenir compte de la 
différence des époques auxquelles , suivant le contrat 
d'assurance , les sommes -a et £ doivent se payer , ou , 
ce qui est la même chose , substituer aux lettres a et 
b , les valeurs de ces sommes * réduites à la même 
époque. Quant à la valeur des probabilités exigées, 
pour la perte et le gain, on la déterminerait à pos- 
teriori, si l'on connaissait les résultats moyens d'un 
assez grand nombre d'opérations suivies avec succès h 
ou bien â priori, en les comparant avec des proba- 
bilités de risques auxquels on s'expose volontairement, 
sur des motifs plus ou moins légers* L'un et l'autre 
de ces moyens ont été proposés par Condorefct, à. 
l'article ASSURANCE, dans le Dictionnaire de Mathér* 
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Viatiques de F Encyclopédie méthodique + et bientôt fin* 
diquerai les bases du second. 

Après avoir discuté les intérêts de l'assureur , il fau- 
drait s'occuper de ceux de l'assuré; mais cela me 
mènerait trop loin. Je me bornerai à faire observer 
que la propriété caractéristique des assurances est de 
tendre à ramener à une valeur moyenne le bénéfice 
de toutes les entreprises du même genre , en quelque 
nombre qu'elles soient; éar d'est avec le gain que les 
assureurs font sur les {Usures qui réussissent, qu'ils 
indemnisent ceux qui peràent : c'est donc à peu près 
comme si tous avaient mis leurs fonds en commun et 
étaient convenus de réparer , au moins dans une cer- 
taine proportion, les pertes particulières. Ainsi, à 
l'égard des récoltes , c'est reverser dans les, Gantons où 
elles ont souffert, une partie de l'excédant obtenu dans 
ceux où elles ont prospéré* Les assureurs sont les agens 
intermédiaires de cette association fictive , et le profit 
qu'ils font doit être considéré comme le salaire des 
fonctions qu'ils y remplissent. S'il existait un autre 
moyen de diviser les risques, l'assurance deviendrait 
superflue; et cela aurait lieu naturellement pour le 
négociant qui prendrait part immédiatement à un très- 
grand nombre d'entreprises, et le propriétaire qui au-» 
rait des possessions disséminées dans un grand nombre 
de cantons éloignés les uns des autres* 

Dé la Probabilité dès témoignages et des décisions. 

i3o. Le témoignage admet l'application du calcul 
des probabilités , lorsqu'on peut l'assimiler au jet d'un 
dé ; ce qu'on a d'abord essayé de faire en supposant 
que , sur un nombre donné de dépositions , le même 
témoin dit ou rencontre un même nombre de fois la 
vérité. Nous commencerons par tirer les principales ooa-L. 
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séquences de cette hypothèse, dont nous discuteront 
ensuite la convenance avec le sujet. 

Soit v le nombre des cas dans lesquels le témoin dit 
Vrai, m celui des cas contraires ; la probabilité de la vérité 

de sa déposition sera — j-— , et la probabilité contraire 
m 



4> + r» # 

Supposons qu'un autre témoin, pour lequel les 
nombres analogues aux précédons soient v' et m'y dé- 
pose du même fait, les probabilités pour et contre là 

vérité de son témoignage étant -7-7—7 ct tt — 7 > <* 

aura, avant que les dépositions; soient connue», les 
probabilités 



vi/ mm' 



(„ + m )(/+nO ' (y + iîi)(i/+mO 



06), 



que les témoins s'accorderont , soit pour dire vrai , 
soit pour mentir , et les probabilités 



vm' mv' 



(v + m)(i/+TO / )* {?+m)(y'+m'y 

qu'ils se contrediront, le premier déposant la vérité, 
le second mentant , et vice versa. 

Quand les dépositions seront connues et qu elles s'ac- 
corderont , il n'y aura que les deux premiers évéoe- 
mens indiqués ci-dessus qui seront possibles*, on aura 
donc les probabilités 

4/1/ mm' - v 



qu/e l'accord des témoins sera en faveur de la, vérité, 
ou bien pour le mensonge*. 
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S'ils se contredisent, les deux derniers événemens 
devenant alors les seuls possibles , il en résultera let 
probabilités 



vm' mv' 



7» 



V7n'+ roi/ f m'+ roi/ 

que la vérité sera dans la déposition du premier té- 
Inoin, ou dans celle du second. 

i5i. Il est facile d'étendre ces dernières formules 
à un nombre quelconque de témoins ; et si on assigne 
à leur témoignage la même probabilité, en posant 
v sa 4/ — etc. , m = m' = etc. , que p soit le nombre 
ée ces témoins et qu'ils s'accordent , il en résultera 

pour la vérité du faît déposé , la probabilité - > 

VTtP 

et • pour le contraire. 

♦*+ro? r 

En divisant les deux termes de la première fraction 
par v', sa nouvelle forme — - > fera voir qu'elle 

'augmente avec p lorsque v > ro , et qu'elle décroît si 
4r<m *, que par conséquent, lorsque les témoins mentent 
ou se trompent plus souvent qu'ils ne disent la vérité , 
plus ils sont nombreux et moins la concordance de 
leurs dépositions a de poids. 

S'ils se contredisent, et que sur la totalité il y en 
ait p affirmant et q niant le même 'fait, la probabi- 
lité que les premiers disent vrai sera 

v'ro' . . . m*V 

■ . et sa contraire , . 

v'ro* + mM * ' v'ro* + mW 

En divisant les deux termes de ces fractions par 
ff/n?, on les. change en 
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or-* wjr-i 

et 



qu'on obtiendrait pour le» probabilités correspondantes 
à l'accord dep — q témoins; la valeur de la déposition 
ce réduit donc » dans ce cas , à celle d'une déposition 
unanime faite par un nombre de témoins éçal à l'excès 
du nombre de ceux qui affirment sur celui de ceux 
qui nient. 

i3â. Lorsqu'une personne rapporte ce qu'elle tient 
d'une autre , que cette autre avait reçu d'une autre, 
et ainsi de suite , cette sorte de témoignage * qui s'ap- 
pelle tradition , donne lieu à toutes les combinaisons 
indiquées au commencement du n* i$o; car dans lu 
chaîne de témoins qui ont déposé successivement du 
Fait , le dernier étant seul entendu par la personne qui 
prend l'information, laisse douter si celui qui le pré» 
cède a dit ou non ce qu'il lui fait dire , et en même tems 
si cette première déposition était une vérité ou un men- 
songe. En ne considérant donc que deux personnes dans 
la chaîne des témoins , il en résulte les quatre) proba- 
bilités exprimées dans le n° cité. 

Les deux dernières correspondent évidemment i Ut 
fausseté de la tradition , puisque l'un des deux témoins 
a menti. Mais s'il s'agissait de témoignages rendus' par 
oui ou par non, de propositions entièrement contra- 
dictoires, alors la deuxième probabilité , qui suppose 
que les deux dépositions successives auraient été fausse** 
répondrait à la vérité, aussi bien que la première, 
qui les suppose vraies. En effet « le premier témoin 
ayant dit oui lorsqu'il fallait dire non , le second, qui 
rapporte le contraire de ce qu'il tient effectivement du 
premier , prononce oui, c'est-à-dire la vérité : on au- 
rait donc dans ce cas, pour la vérité de la tradition , 



VSS PROBABILITÉS. mS 

la probabilité 

y—. — rrr; — x> et sa contraire, 7 — ; — ~-> K (*). 

La première de ces probabilités surpasse toujours 
la seconde > lorsque l'on a en même tems 

v>ro, v'^m', ou v'<i», v'<m'; 

car la* différence des numérateurs est 

v/ + mm'— vm' — * mv' = (t*— m)(i/— m') , 

produit positif quand ses deux facteurs sont de même 
signe. 

i33. Si la chaîne traditionnelle se compose d'un 
nombre quelconque p de témoins, et que les déposi- 
tions de chacun aient une égale probabilité , les di- 
verses combinaisons de la vérité et de l'erreur seront 
données par le développement de 

* 1 «fl 



+ «te=ïK5=â l ^ v+ ^ 



1.12.3 

dans lequel tous tes termes eu l'exposant de m est 
pair , indiquant un nombre pajr de mensonges succès» 
aifs, devront être pris en faveur delà vérité de la 

(*) Ce cas singulier * «te remArque* par M. P. Puevosi, professeur 
de philosophie à Genève , dans ses leçons sur le calcul des probabi- 
h tés, où il a distingué les témoignages en simultanés ou oculaires 
et successifs ou, traditionnels. Voyez te 9*. rotante de ses. Essais 
de Philosophie,, paj. 8Q , «t un J£4papire qui lui eat cqvubui» 
avec M. rQuiUUi» et qui eat. inséra dana, ceux.de Vjjcajfémie de 
Berlin , année 1797 , pag. i3i. C'est de ce dernier écrit que j'ai 
extrait en grande partie cet article et les deux suiraus. 
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tradition, si les dépositions ne peuvent varier que 
contradictoirement. Sa probabilité sera donc. 



vP + Ç_? — 12 sfi-*m % + etc. 

1.2 ' 

et la probabilité contraire , 

i i.a. 5 _____ 

On simplifie beaucoup ces expressions , en obser- 
vant que le numérateur de la première équivaut à 

( v + m y j4_(^-______* 

et celui de la seconde â 

parce qu'elles deviennent alors respectivement 

(y+ro)M- (v— my i r / V— mV I 

a(i/+7ny ai V+m/ i * 

(v+m/ — (i/— my i f / i/— roV ) 

a(H-my al V+m/ / * 

i34* Les deux espèces de témoignages que nous 
avons considérées précédemment peuvent se combiner. 
Par exemple, un nombre p de témoins déposent cha- 
cun séparément sur un fait qu'ils tiennent d'un indi- 
vidu qui Fa vu : alors la probabilité que les témoins 
rapportent fidèlement ce que celui-ci leur a dit, est, 
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s'ils sont unanimes, 

-rr; — - 030 > e * sa contraire, --— — -. - 
vr + mP v " * v' + ro' 

Supposant que la probabilité du témoignage de celui 

qui a vu le fait soit aussi — -— , la contraire — ; — # 

la probabilité de la vérité de la déposition finale sera 



(^+mO(v+m) ' 



si l'on ne doit y admettre que des témoignages con- 
formes à la vérité , et 

{y? + mP)(v + m) ' 

quand deux mensonges successifs équivalent à la vérité J 
Si le même fait était transmis par plusieurs chaînes 
de traditions distinctes , composées chacune d'un nombre 
p de dépositions successives , dont la dernière seule 
ait été entendue par celui qui prend l'information ., on 
aurait d'abord, par chaque chaîne en particulier , 
pour la vérité et pour l'erreur, les probabilités 

en les désignant par V et M , nommant q le nombre 
des chaînes de dépositions , et supposant qu'elles soient 
unanimes , il en résulterait une probabilité 



en faveur de la vérité du fait énpncé. 
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La marche de cette expression dépend du rapport 
de v à m; et pour la déterminer, il faut d'abord ob- 
server que celle de M est contraire à celle de V, puis-* 
que P-+- M= i , qu'ensuite, lorsque v = m, on a 
V-=i Mz=z \ , et que cette valeur est une limite vers 
laquelle tendent, dans tous les autres cas , ces quantités 
à mesure que p augmente. La première est toujours 
>5 quand v surpasse m; mais si le contraire a lieu, 
il en résultera / pr <i ou >f, selon que p sera, im- 
pair ou pair. Ce changement singulier, que produit l'ad- 
tfition d'un seul témoin à une chaîne d'ailleurs aussi 
nombreuse qu'on le voudra , vient du double témoi- 
gnage erroné, compté comme vrai (1 3a). 

i35. Nous avons supposé jusqu'ici que les dépositions 
étaient entièrement vraies où entièrement fausses, ce 
qui n'a réellement lieu que lorsque l'information est 
réduite à des interrogations simples , auxquelles on ne 
peut répondre que oui ou non. C'est à ce point qu'il 
faut toujours tâcher de les ramener, en analysant les 
énoncés ; mais quand la chose n'est pas possible > on 
doit distinguer plus de deux sortes de témoignages. 
Lambert, qui s'en est occupé dans son Novuni Orgonon, 
les a classés en vrais, insignifians ou nuls , et faux* 

Si Ton prend toujours le dé pour emblème , cela re- 
vient à supposer qu'il à trois sortes de faces, et qu'en 
conséquence on doit embrasser dans chaque épreuve un 
pareil nombre d'événemens possibles. Les formules re- 
latives i ce cas (5i) résolvent toutes les questions ana- 
logues aux précédentes; mais le calcul devient trop 
long pour trouver place dans œ Traité. 

i36. Quand on considère combien de faits extraor- 
dinaires ont été reconnus faux > quoiqu'appuyés sur 
des témoignages multipliés ou d une autorité impo- 
sante, on est porté, toutes choses d'ailleurs égales! à 
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donner d'autant moins de confiance aux dépositions, que 
les faits qu'elles attestent s'écartent plus de ce qui se 
passe habituellement sous nos yeux. En effet, si , lors- 
qu'il s'agît de tels faits , le nombre de mensonges ou 
d'erreurs est dans un rapport beaucoup plus grand avec 
le nombre total des dépositions, que lorsqu'il s'agit 
de faits compris dans l'ordre constamment observé , 
le poids du témoignage ne doit pas être le même pour 
les premiers que pour les derniers ; la forme du dé 
doit changer avec la nature du fait : mais c'est encore 
ici une de ces circonstances dont j'ai parlé dans le n° 6g, 
où l'on cherche à donner au calcul une forme qui 
rapproche ses résultats des aperçus du bon sens. On 
voit bien qu'il faut substituer au rapport constant par 
lequel on représente la probabilité du témoignage, sui- 
vant l'hypothèse du n° 1S0, une expression qui le fasse 
décroître avec la vraisemblance propre du fait attesté ; 
mais on ne trouve pas dans la nature du sujet, des con- 
ditions assez étroites pour établir une relation précisa 
entre ces deux élémehs. On s'est arrêté à regarder la 
probabilité propre du fait comme représentant celle d'un 
second témoignage recueilli concurremment avec le pre- 
mier , ce qui donne pour cette déposition , les proba- 
bilités 

w' _ Thm r 

'W+tnm f$ vv'+mm' Kl °° U 

en supposant que la probabilité propre du fait soit 

4/ fît -^ 

-7-r — 7 . et sa contraire -7-7 — 7 vj* 

Si ce fait est, par exemple, l'extraction d'une boule 
blanche, d'une urne qui ne contient que cette boule 

» ____ ^__ 

' ' i^i^^— t , , , ■■■,,.. m 

(*) C'est ce qu'a fait Condorcct , Mèm* de l'Acad. des Sciences , 
ann. 1783, p. 553. 

i5.. 
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ïnêlée avec 999 999 boules noires, on aura 

4/ = 1 , ni = 999 999 ■ 

et la probabilité favorable au témoignage sera ré- 
duite à 



* + 999 999"** 

137. M. Laplace, considérant à part la probité du 
témoin et son intelligence , exprime séparément la pro- 
babilité que le témoin dit ce qu'il a vu ou entendu , 
et celle qu'il a bien vu ou bien entendu (*). De là 
résultent, sur sat déposition, les quatre hypothèses sui- 
vantes : 

i*. Il connaît la vérité , 1 A A ,. , , . . 

.. , „ > et veut dire la venté ; 

a*, ou il est dans 1 erreur, J 

3°. il connaît la vérité , \ 

., ^ , „ V et veut mentir. 

^\ ou il «t dans 1 erreur, j 

La dernière comprend un cas semblable à celui du 
double témoignage erroné (i3a), puisqu'en cherchant 
à tromper sur cette vérité qu'il ne connaît pas, la 
témoin peut la rencontrer; et en effet, ce qui pré- 
cède revient à faire du témoin deux personnes , dont 
l!une, .toujours véridique, est susceptible' d'erreur dans 
un certain rapport, et dont l'autre, qui ne peut se 
tromper, déguise plus ou moins souvent la vérité. Com- 
binant les deux témoignages successifs avec la proba- 
bilité propre du fait , M. Laplace calcule la probabilité 
de chaque hypothèse , et divise parla somme de toutes 
ces probabilités, la somme de celles qui sont pour la 
vérité de la déposition. 



(*} Théorie analytique dès Probabilités , p. 44& 
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En nommant, avec lui, p la probabilité que le té* 
moin veut dire la vérité, r la probabilité qu'il l'a sain 

sie, et - celle du fait rapporté, qui est ici F extraction 

du numéro i, d'une urne qui en contient n, on aura J 

pour la vérité, dans la première hypothèse^ la pro- 
babilité ET. 

n 
Dans la seconde, où le numéro i n'est pas sorti , 

la probabilité de cet événement est , et celle de 

71 

l'erreur du témoin est i— «r; cependant il n'en faut 
pas conclure que la probabilité composée soit .... 

p(i— r) ■ , parce que la non sortie du numéro i 

n'est pas tout l'événement arrivé, il y a encore le faux 
apperçu du numéro i parmi tous ceux qui ne sont pas 

sortis , illusion dont la probabilité est . En ayant 

égard à cette circonstance, la probabilité de l'événe- 

ment devient — '• — X = - , et celle de l'hy- 

pothèse, - % 

Dans la troisième , il faut combiner ensemble les 
probabilités i«— p que le témoin ment, r qu'il con- 

naît la vérité , et - celle qui résulte de la non sortie. 

n 

du numéro i, et du choix qu'en fait le témoin ; on 

a pour résultat •—. 

r n 

Dans la quatrième hypothèse, (i— p)(i— r) est la 
probabilité propre du témoignage, puisque le témoin 
ment et ne connaît pas la* vérité ; mais l'événement 
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peut être la sortie ou la non sortie du numéro i. La 

probabilité du premier cas est - ; le témoin croyant 

un autre numéro sorti , fera toujours le choix de son 
(^. énoncé parmi n — i numéros seulement ; la probabi- 

lité que ce choix tombera sur i sera par conséquent 

— : et comme ce choix doit concourir avec la 

71 — i 

sortie du numéro i , la probabilité de l'événement sera 

„,* v , celle de ce cas du témoignage , ^^ii^22; 

et il ne faut pas oublier qu'il est en faveur de la 
vérité. 

Si on ne le distingue pas de tous ceux qui sont 
compris dans la dernière hypothèse , l'opinion du té- 
moin portant toujours sur la sortie d'un numéro qui 

n'est pas/, aura une probabilité ; la probabilité 

qu'il choisira celui-là parmi les n — i numéros qu'il 
croit n'être pas sortis , sera ; et la probabilité 

de l'événement sera par conséquent encore - ; ainsi 

1? probabilité de l'hypothèse sera *^ . 

On aura donc enfin 

f n . n(n — i) 



pr |; p(i-r) (i—P> (i--p)p— r) 
n n n n 

H ~ n—i 
expression qui se réduit àp i si r = i , o'est-à-dire, 
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si te témoin n'est pas susceptible de se tromper , et 
qui diminue à mesure que n augmente. 

Peut-être dans cette question pourrait-on avoir quelque 
doute sur la nécessité de faire entrer dans le calcul la pro- 
babilité du choix que le témoin fait d'un numéro autre 
que celui qu'il sait ou qu'il croit être sorti; et comment 
d'ailleurs déterminer séparément les probabilités r et p? 
Il est donc difficile de croire que la formule ci-dessus 
serve autrement que comme un exemple des considé- 
rations ingénieuses que peut fournir le sujet qui nous 
occupe. Je rapporterai encore, dans cette vue, la ques- 
tion suivante tirée du même ouvrage* 

i38. Soient deux urnes A et B 9 lu. première con~ 
tenant n boules blanches , et la seconde n boules, 
noires; on a tiré de tune de ces urnes, on ignore 
de laquelle , une boule qui a été mise dans t autre , 
et ensuite on a tiré une boule dé cette dernière. Deux 
témoins , dont Hun na vu que- le premier- tirage , et 
t autre que le second, affirment qu'il en est sorti une 
boule blanche ; quelle est la probabilité de ce fait ? 
La difficulté se trouve ici dans l'ensemble des deux 
témoignages ; car chacun en particulier n'affirme qu'une 
chose très-possible, puisque l'une des deux urnes ne 
renfermant que des boules blanches , si l'on ne con- 
sidère qu'un seul tirage , la probabilité que la boule 
a été prise dans cette urne est £. Mais si Ton suppose 
que le premier tirage ait eu lieu dans l'urne A> le 
deuxième ayant nécessairement lieu dans l'urne B , 
qui ne contient de boule blanche que celle qui est 
sortie de l'urne j£, la seconde apparition de cette boule 
devient d'autant moins probable que le nombre des 
boules noires est plus grand ; et ce cas est le seul dans 
lequel les témoignages puissent être vrais tous deux. 

Soient donc q et q 9 les probabilités de la véracité 
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de chaque témoin en particulier, et évaluons celle des 
diverses hypothèses que le sujet présente. i°. C'est 
l'urne A qui a fourni le premier tirage : \ étant la 
probabilité de ce fait, q celle que le témoin dit vrai, 

la probabilité de la déposition est - ; mais l'urne B 

Si 

lorsqu'on y fait le second tirage , contenant n-f-i boules*' 
dont une blanche , la probabilité du fait attesté par le 

fécond témoin est — - — ; celle qu'il dit la vérité étant 

n -f- 1 

ç', —3— exprime la probabilité de sa déposition p 
** "^r~ — r celle de la vérité de leur accord. 

a(n +0 

a°. Si le 2* témoin ment , la boule sortie de l'urne B 
était noire; alors la probabilité ■ de cette sor- 

tie, combinée avec (1 — q'), probabilité du mensonge 
du a* témoin , donnera pour la fausseté de sa dépo- 
sition, - — ;r~~ > et P our & vérité de l'hypothèse, 
q(i — q')n 

*(* + o~" 

3°. Si le i er témoin ment, la première boule était 
noire 'et sortait nécessairement de l'urne B\ la probabi- 
lité de cette partie de l'hypothèse est £(1— q)» Alors 
le second tirage s'étant fait dans l'urne A y qui renfer- 
mait 71 boules blanches et 1 seule noire, la probabilité 

Ma 

de la sortie d'une boule blanche sera — : — , celle de 

a'n 
la déposition du second témoin -- , et celle de Fby- 

pothese . > • 
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* 4°* Si le a # témoin ment aussi, la boule sortie de 
l'urne A au 2 e tirage était noire , la probabilité de cette- 
sortie étant alors — - — , celle de la probabilité de 



i-q' 

0-9)0-90 



cette partie de l'hypothèse sera , et celle de toute 



l'hypothèse , , x 

. La probabilité relative de la première hypothèse , la 
•eule qui rende les deux témoignages vrais , sera donc 

tf 

W'+? (i - 9 n -+• — q) tfn + (i — q) (i — <j') 
et diminuera à mesure que n augmentera. Si l'on fait 

q =?= o = -£- , n = î ooo ooo , 

8i 

on obtiendra la trèsHpetite fraction —5 =r— * . 

r 1800008a 

139. La discussion des témoignages touchant à de» 
matières sur lesquelles on avait pris d'avance un parti , 
il est arrivé que plusieurs auteurs ont arrangé le calcul 
pour le résultat qu'ils voulaient, ou qu'ils avaient besoin 
de trouver. Ce n'est qu'ainsi, du moins, qu'on peut ex-- 
pliquer la théorie des témoignages simultanés, publiée 
sans nom d'auteur, dans le n° a56 des Transactions 
Philosophiques (p.. 35g, année 1699), le plus ancien* 
écrit que je connaisse sur. ce sujet, et qui a été adoptée 
par Bicquilley x dans son traité Du Calcul des Pro- 
babilités (en 1783)., Effrayé sans doute pour le but qu'il 
voulait atteindre , de la rapidité avec laquelle diminue, 
la probabilité de ces témoignages lorsque Ton combine 
entr- elles , comme on le doit, les chances de chaque té- 
moignage, et que sa probabilité propre est au-des$ou*. 



-» . 
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de £ (iSi) , Fauteur anglais avance que lorsqu'un pre- 
mier témoin a déposé d'un fait, sa confirmation par un 
second témoin détruit toujours une. partie de l'incerti- 
tude qu'a laissée le premier , et diminue en conséquence 
la probabilité contraire , d'une partie proportionnelle à 
la probabilité de la seconde déposition. Par exemple , si £ 
exprime la probabilité du premier témoignage , \ celle du 
second , celui-ci ajoutera à la première £ . § , et l'on aura 
en conséquence , pour l'ensemble des deux témoignages p 
la probabilité 

î -j- I 1—9. 
3^ 4 B 3 — ia' 

tandis que suivant les formules du n° i3o, elle ne serait 
quef. 

En raisonnant de même sur un nombre quelconque de 
témoignages où les probabilités de Terreur seraient n^ 
ri, n", etc. , on trouvera pour celle de la vérité 

i — n + n(i— it^zrri — nri , par a témoignages ± 
i — /m'-|- nji (i — ri) = l — n»V, par 3, 
etc. 

expressions dont les valeurs forment une suite crois-* 
santé quelles que soient les probabilités n, ri, etc. > 
et desquelles il résulte par conséquent, que la probabi^ 
lité d'un fait croît toujours avec le nombre des témoins 
oculaires. Cette conclusion peut être commode dans cer- 
tains cas , mais elle suffit aussi pour montrer la fausseté 
de l'hypothèse; car il ne faut qu'un peu réfléchir pour se- 
convaincre de la difficulté et presque de l'impossibilité 
où sont des spectateurs ignorans et nombreux, de ne 
pas se tromper sur l'apparence des faits extraordinaires. 
Lorsque les faiseurs détours opèrent adroitement, et 
qu'on fait abstraction de la défiance que doivent inspirer 
à dea esprits éclairés les apparences contraires à l'expé-* 
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riencede tous les jours , aucun des spectateurs a-t-il pour 
11e pas croire à la réalité des prodiges qu'on lui présente , 
d'autre motif que le but et la forme du spectacle ? qu'au 
lieu des circonstances qui avertissent de l'illusion, un sé- 
rieux solennel accompagne ces prétendus prodiges ; qu'ils 
soient attribués à un pouvoir surnaturel ; qu'ils tendent 
à exciter l'enthousiasme , à caresser le goût que le vul- 
gaire a pour ce qui sort des voies ordinaires de la nature , 
ou pour trancher les difficultés devant lesquelles la rai- 
son est forcée de s'arrêter : il est bien certain que plus 
les témoins seront nombreux, plus la probabilité de l'er- 
reur augmentera. Hume Ta bien prouvé , les prodiges 
sont très-difficiles , pour ne pas dire impossibles à cons- 
tater (*). Ce n'est pas que les phénomènes les plus répétés 
dans la nature > vus une première fois , ne puissent passer 
pour des prodiges , et qu'il soit conforme à la saine raison 
de faire des bornes de notre expérience la limite du pos- 
sible ; mais aussi n'est-ce pas la première apparition de 
ces phénomènes qui en constate l'existence. Long-tems 
on a nié, et avec raison eu égard au caractère des rela- 
tions , au but des narrateurs , la chute des pierres tom- 
bées du ciel. Cet exemple très-récent de la manière dont 
un fait extraordinaire finit par prendre place au nombre 
des réalités , prouve bien que c'est par des observations 
successives , particulières , et par des discussions désinté- 
ressées que la vérité s'établit. Si , lorsque le géomètre 
Fatio de Duillier , égaré par un enthousiasme fanati- 
que, entreprit publiquement à Londres de ressusciter un 
mort (en 1707), il eût été de mauvaise foi, qu'il eût 
pris ses mesures en conséquence de son but , et qu'il 
eût été moins surveillé par la police du gouvernement , à 
coup sûr il n'aurait pas manqué son prodige. La liqué- 

(*) Essais philosophiques , sur les Miracles. 
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faction du sang de saint Janvier à Naple*, a toujours de 
nombreux témoins qui voient quelque chose de solide 
en apparence , devenir coulant; mais qu'est-ce qui éta- 
blit que cette masse est du sang coagulé , que c'est celui de 
saint Janvier 9 et que son changement d'état n'est pas un 
effet chimique ? Les prodiges opérés dans les temples des 
Payens, qui précédaient ou accompagnaient les oracles, et 
dont quelques-uns ont été reproduits sous nos yeux par 
l'art du ventriloque , étaient dans l'antiquité des fait» 
appuyés sur une multitude de témoignages. Aussi voit>- 
on que des hommes, d'ailleurs d'un grand sens , paraissent 
y donner une entière croyance , et que dans les débats 
de la religion chrétienne avec les anciens cultes , le plus 
souvent on accorde de part et d'autre la réalité des 
miracles , on ne diffère, que sur les êtres auxquels on 
les attribue (*). 

Plus tard , en recueillant les témoignages de ceux qui 
©nt vu dea re^nans , qui ont eu une part active ou. 
passive à des opérations magiques , Ses sortilèges , n'en 
trouverait-on pas plus qu'il n'en faut pour donner à ces 
chimères une très-grande probabilité ? et elle» étaient 
tellement conformes alors aux habitudes de l'esprit , 
qu'on y croyait sur les plus légers indices. 

î^o. Si donc l'hypothèse duu° i3o, adoptée par les 
géomètres les plus célèbres, qui ont traité ce sujet , ne 
répond pas exactement à toutes les circonstances qu'il 
présente , ce n'est pas parce qu'elle accorde trop peu de 
poids au témoignage, mais bien «parce que ce sujet ne 
saurait se prêter au calcul à cause que la véracité et la 
sagacité des hommes , quand ils sont fortement agités , 
éprouvent des changemens brusques , et principalement 
lorsqu'il s'agit de faits merveilleux. Outre que ces faite 

(*) Voyez dans Tacite (Hist. lib. tV, cap. 81.) le miracle opéré pa^ 
Vespasien dans Alexandrie, et le Traité <ÇOrigène contre. CcUç* . 
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offrent plus de causes d'illusions que les autres , notre 
penchant à l'enthousiasme , nous rend peu capables de 
les examiner ; et par eux-mêmes , ou par les suggestions 
du charlatanisme, ils se lient presque toujours à de 
grands intérêts qui nous préoccupent fortement ou qui 
font taire la voix de notre conscience. 

Cependant, sans recourir à des hypothèses plus ou 
moins compliquées, la lecture de l'Histoire suffit pour 
nous faire apprécier le peu de confiance que mérite le 
témoignage , lorsqu'il tend à établir des faits contraires 
à l'ordre accoutumé de la nature , puisque les prodiges 
si multipliés dans les tems d'ignorance , diminuent avec 
l'accroissement des lumières , qui , ramenant l'esprit de 
doute et d'examen , rend très-difficiles , ou au moins très- 
peu durables , les illusions si fréquentes lorsque les scien- 
ces sont encore dans l'enfance. On ne peut pas assigner 
des nombres précis pour les degrés de valeur du témoi- 
gnage dans chaque circonstance; mais comme en par** 
courant les tems et les lieux on voit les prodiges les plus 
accrédités reconnus pour faux , et remplacés par d'autres 
qui ont bientôt à leur tour le même sort, on peut dire 
que plus on embrasse de tems et d'espace , plus on re- 
connaît la faiblesse de la probabilité de ce genre de 
faits , et que la constance des lois de la nature , dont les 
voyages et les découvertes scientifiques nous apportent 
chaque jour de nouvelles preuves , doit servir de base à 
tous nos jugemens. 

Cet affaiblissement du témoignage avec le tems , n'a 
rien de commun avec l'oubli dans lequel tombent à la 
longue les faits simples confiés à la seule mémoire des 
hommes , ou à des monumens que la vétusté et les révo- 
lutions détruisent assez promptement , parce qu'ils sont 
peu multipliés. Les données manquent pour soumettre 
au calculçette perte des souvenirs ; maïs l'art de l'impri- 



N 
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nerie l'a prodigieusement diminuée ; et tant que les ou- 
vrages où sont consignées les discussions profondes: ou 
piquantes , qui classent suivant leur véritable impor- 
tance, les faits et les opinions dont se composent les 
sciences et la philosophie, subsisteront, il sera impossible 
de ressusciter d'une manière durable les anciennes er*- 
reurs, ou d'en établir de nouvelles (*), 

141 • Les décisions rendues à la pluralité des voix, 
par des assemblées ou des tribunaux , ont un grand rap- 
port avec les témoignages et peuvent être également 
soumises au calcul des probabilités , si Ton suppose 
que les habitudes de l'esprit de chaque votant soient 
assez constantes pour qu'il y ait toujours le même rap- 
port entre le nombre des votes , où il prononce con- 
formément à la vérité, et celui des votes où il se trompe ; 
ensorte que v désignant le premier de ces nombres , et 
mie second, la probabilité de la vérité d'un vote soit 

et sa contraire 



v + m * v -+• m 

Lesdifferens termes du développement de (v+ m)* in- 
diqueront toutes les combinaisons suivant lesquelles pour- 
ront se partager , entre la vérité et l'erreur , un nombre p 
de votans supposés également probes et également éclai- 
rés : ainsi le terme général 

p(p*-»)...(p-«+i) ^ 

1.2.3. ..g 

(*) C'est en confondant les effets da progrès des lumières arec 
l'affaiblissement de la tradition, qoe Craig eut la bizarre idée d'ap- 
pliquer le calcnl a la théologie , afin d'assigner la durée du chris- 
tianisme , d'après l'affaiblissement graduel des témoignages sur les- 
quels il est fondé, et trouvait pour cette durée i454 ans, a partir 
de 1699. Au bout de ce terme un second avènement de J. C. et une 
seconde révélation devaient rétablir la foi dans toute sa forcé. (Vojr. 
Théologies çhrtitiancs Principia mathematica.) 
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exprimant le nombre de combinaisons dans lesquelles il 
y a p— q votes pour la vérité et q pour Terreur, la pro- 
babilité de ce partage sera 

p (p — Q»»«(p — 9+0 v*""*^ 
i. a. 3... 9 (v+ro)*" 

Si Ton demande la probabilité que la décision sera 
rendue à l'unanimité sans distinguer les votes pour la 
vérité de ceux qui sont pour Terreur, on aura 

vP + m* 



Lorsque la décision est portée et qu'on sait le nombre 
des votans qui ont été pour et de ceux qui Qnt été contre , 
il ne faut plus- alors faire entrer dans la probabilité cher- 
chée, que les combinaisons qui s'accordent avec ces 
données; et on trouve, comme dans le n° i3i , que la 
probabilité de la vérité d'une décision rendue à F una- 
nimité par un nombre p de votans, est 



i,p 



et seulement 






lorsque p sont pour cette décision etq contre, ou qu'elle 
n'a obtenu que la pluralité p — q. De plus, les remar- 
ques faites sur la marche de ces probabilités , lorsqu'il 
s'agissait des témoignages (t3i) , ont également lieu pou* 
les décisions , et s'accordent avec le bon sens , en indi- 
quant qu'on doit attendre la justesse des décisions, plutôt 
des lumières que du nombre des votans. 

ifo. En supposant qu'ici, comme dans tous les autres 
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genres de hasard, les événemens , quand ils sont très-ré- 
pétés , manifestent des rapports fort approchans de leur 
probabilité , on peut déterminer le rapport des nombres 
v et m , lorsque l'on connaît dans une longue suite de 
décisions le rapport du nombre total au nombre de celles 
qui ont été portées à l'unanimité , et le nombre des vo- 
tans qu'on suppose avoir toujours été le même ; car si l'on 

désigne ce rapport par ~ , on aura sensiblement 

yP+ m? r 

(v + zny n 

Ce moyen a été proposé par M. Laplace (*)•, et en 
faisant pour abréger 

= e> d'où — ; — = i— e 



V-+-7» V-f-TH. 

on en tire l'équation 



n 



qui fera connaître la valeur de la probabilité e. Cette 
équation , qui ne monte qu'au a* degré quand p = 3 , 

donne alors e =s £ ± Kl ; et si l'on suppose que 

la moitié des décisions ait été portée à l'unanimité, ou que 

- = - , on en déduit e == 0,789 : c'est la probabilité de 

la vérité de chaque vojte, d'après l'hypothèse étfblie. 
. Tirant ensuite de l'équation ci-dessus la valeur de e?> 
pour la substituer dans la formule 

v? e? 

vr+mf ~ eP + ( 1 — ëy 

(*) Théorie analytique des Probabilités, pag. 4&>* 
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qui exprime la probabilité de la yérité d'une décision 
rendue à l'unanimité -, on obtiendra 

i-"(i-e)'; 

oh aurait pu également éliminer ( 1 — e)? au lieu de e*. 

Ces formules sont très -simples; mais elles supposent 

v 
constant le rapport — , hypothèse qui paraît d'abord in* 

admissible pour un long espace de rems, pendant lequel 
les principes politiques, administratifs et judiciaires va- 
rient avec l'état des lumières , et les opinions adoptées 
sur les droits communs à tous les hommes , ou particu- 
liers à certaines classes de la société , et qui même ne 
peut avoir lieu quand ces circonstances n'auraient pas 
changé. 
i43« En effet la formule 

vP-1 



pr-i+Tnr-i 



présente une conséquence que le bon sens rejette. Elle 
demeure la même tant que le nombre p — q ne change 
pas, quel que soit d'ailleurs p + q qui.exprime celui des 
▼otans , en y faisant , par exemple , p = a5 , q = 1 o , ou 
bien p= a 20, et <7:=2o5. Dans ces deux ca.s, la ma- 
jorité p — q est également de i5 voix ; mais on ne 
pourra s'empêcher d'attacher bien plus de confiance à 
la première décision qu'à la seconde , parce qu'on est 
porté à estimer le poids de la majorité des suffrages, 
non par leur nombre absolu , mais par le rapport de ce 
nombre avec celui des votans (*). 

En cherchant à se rendre compte de l'exception que 



(*) Essai sur la Probabilité des Décisions > p. a4 a * 

16 
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fait ici la raison naturelle iune déduction rigoureuse dfT 
calcul , il faut reconnaître , avec Condorcet, que cett# i 
diminution de confiance porte alors sur la probabilité de 
la vérité de chaque vote , probabilité qu'on regarde 
comme plus petite quand la décision est rendue à une 
faible pluralité que dans le cas contraire, ce qui peut 
tenir à la difficulté particulière de la question à décider. 
Par là on rentre dans les principes généraux sur lesquels 
le calcul et le bon sens s'accordent; car le plus grand 
terme du développement de (1/ -+- m y étant celui où 
les exposans des lettres v et m sont dans le rapport de 
ces nombres , ou s'en approchent le plus (27) > ce* ex- 
posans indiquent la division des votes la plus probable 
dans une assemblée , et toute autre l'est d'autant moins , 
qu'elle s'écarte plus de celle-là. 

Une longue suite de décisions portées par les mêmes 
votans, sur des questions de même genre , à une pluralité 
à peu près constante , ferait donc connaître les limites du 
partage le plus probable des votes , et conduirait à des 
valeurs approchées du rapport des nombres v et m; 
mais ce moyen de le déterminer n'est guère plus prati- 
cable que celui dun° 142. La révision des décisions 
anciennes , par un nombre suffisant de personnes très* 
éclairées et dégagéesde tout intérêt relatif à ces décisions 
et aux votans qui les ont rendues , donnerait sans doute 
des lumières importantes , si le travail de cette révision 
n'était pas à peu près impossible à exécuter , ou parce 
que les matériaux manquent, ou bien parce qu'ils sont 
trop multipliés et trop obscurs. 

144. Quoi qu'il en soit, cette nécessité de regarder la 
probabilité delà vérité de chaque vote, comme pou- 
vant varier même dans l'état de choses le plus ordinaire, 
oblige de substituer aux expressions des probabilités 
à priori, celles des probabilités xi posteriori} et p*r pe 
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moyen Çondorcet trouve, en effet, que la probabilité 
tfiiqe décision doit diminuer quand le nombre des votans 
augmente * et que là pluralité reste la même. Nous n'in- 
diquerons qu une seule des hypothèses qu'il examine , 
celle à laquelle il s'arrête. Ayant reconnu qu'on ne 
pouvait arriver avec quelque apparence d'exactitude, 
qu'à une probabilité assez considérable que celle dp 
la vérité de chaque vote est renfermée entre des limites 
données , il cherche la probabilité moyenne de la vérité 
d'une décision portée par un nombre donné de votans, 
à une pluralité donnée (*)• 

En désignant par a et b les valeurs entre lesquelles 
doit demeurer comprise la probabilité représentée ci~ 

dessus par 9 on trouvera , par les considérations 

du n° 87, que les probabilités moyennes qu'il y a eup 
yotes pour la vérité et q pour l'erreur, ou bien le con- 
traire , sont 

ce qui donne pour la probabilité relative du x* v cas , 

{ Voyez aussi la Note III. ) 

M. Laplace , qui n'avait point eu égard à ces remarques 
dans la seconde édition de sa Théorie analytique des 
Probabilités , s'en est occupé , pour la 3* édition de 
son Essai philosophique sur ce sujet ; et il donne aux 
limites a et i, que Çondorcet suppose déduites de 
l'examen de décisions antérieures , les valeurs £ et î , les 

m ■■ ■ ■ 111 111 111 ——————————— 

(*} Essai sur la Probabilité des Décisions, pag. 244—245. 

16.» 
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plus distantes que l'on puisse adopter, puisqu'il Cesse 
d'être probable qu'une décision rendue à la pluralité 
des yoix , sera conforme à la vérité , quand la probabilité 
de chaque vote est au-dessous de £ 04 1 )- Voici quel- 
ques résultats de cette hypothèse , rapportés à la p. 1 59 
de l'ouvrage que je viens de citer et que donne aussi la 
formule précédente : u Dans les tribunaux spéciaux où 
» cinq voix , sur huit , suffisent pour la condamnation 
v de l'accusé , la probabilité de l'erreur à craindre sur 
r> la bonté du jugement est ^ ou au-dessus de £. La 
r» grandeur de cette fraction , dit avec raison M. Laplace, 
r> est effrayante. r> Dans un jury, composé de douze 
membres , la probabilité de l'erreur n'est que ^ff > un 
peu plus grande que £, lorsque la décision est portée par 
8 voix,^-^ ou environ ^ quand la majorité est de 9 voix, 
et seulement ^9: P our l'unanimité , ce qui est la con- 
dition du jury anglais; d'où il suit que ce jury aurait 
l'avantage , si d'autres considérations ne prouvaient que 
cette unanimité peut souvent être forcée. Mais ce qui 
doit rassurer sur les décisions des jurys , en tems ordi- 
naire , lorsque les membres qui les composent ne .sont 
prévenus d'aucun sentiment pour ou contre la classe 
d'accusés qu'on leur présente , et ce qui fonde leur supé- 
riorité sur les anciens tribunaux, c'est la terreur que sent 
dans son ame tout homme compatissant, d'en condamner 
un autre injustement ou à une peine trop sévère, senti- 
ment que la longue habitude d'examiner et de juger des 
accusés affaiblit beaucoup dans les meilleurs naturels , 
comme le remarque M. Laplace. Rien n'est donc plus 
affligeant pour l'humanité et la justice, que la néces- 
sité, si tant est qu'elle existe , de créer des tribunaux ex- 
traordinaires, dans lesquels il est bien difficile que l'accusé 
ne trouve pas d'abord par la nature du délit qui lui est 
imputé, une prévention très-défavorable ; aussi lesmo- 



J 



DES PROBABILITES. 1& 

tive-t-on principalement sur le danger que , dans certains 
cas > F impunité descoupables peutfaire courir à la sociétés 

1 45. Condorcet a eu égard à cette dernière circonstance 
pour les délits ordinaires ; et cherchant à concilier les* 
intérêts d'un accusé avec la sûreté de la société , il con-* 
•acre la première partie de son ouvrage à- déterminer 
dans un grand nombre d'hypothèses de pluralité, la 
probabilité qu'un innocent ne serait pas condamné, et 
celle qu'un coupable ne serait pas absous. Pour cela il 
s'est proposé les questions suivantes : i° quelle, est la 
probabilité que l'erreur n obtiendra pas la pluralité exi- 
gée ? 2° quelle est celle que la vérité obtiendra cette plu* 
ralité ? événemens qui ne sont pas contradictoires quand 
on exige plus que la simple majorité , ou que le nombre 
des votans est pair. 

En effet , si on suppose constante la probabilité de la 
vérité de chaque vote , que pour abréger on fasse 

— S» 



et qu'il y ait p votans , on aura 



1 " ' 1.2 



, PJP — OQ» — 2)....Q> — q+ i)e?~ifi 

*T" ' ' g — ■ * 

1 .2.3. . . *q 

pour la probabilité que le nombre des votes conformes 
à la vérité, ne tombera pas au-dessous de p— *q- 9 si 
donc on exige la pluralité r , pour condamner un accusé , 
et qu'il soit renvoyé s'il n'a pas cette pluralité contra 
lui, l'expression précédente continuée jusqu'à ce que 

*— (P — *)*=' — fl * d'où îs^-r-i; 
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donnera la probabilité que la vérité n'aura pas contre 
elle la pluralité , et par conséquent que l'accusé ne sera 
pas condamné injustement; yoità pour la première, 
question. 

La seconde dépend encore de l'expression ci «dessus,, 
mais continuée seulement jusqu'à ce que 

« , P — t 

p — q — <t = r> dou q=Z— ; 

condition d'après laquelle la vérité ayant au moins la 
pluralité exigée > sera nécessairement adoptée , et par 
conséquent l'accusé condamné s'il est coupable. 

La différence de ces deux probabilités formée de la 
partie du développement de (e +fY, commençant 

tu terme affeeté de e * ( " + r) ~ ' /* {p ~ r) + ' jus- 
qu'à cehii «pu I'«t de • H '^ r) + ' / t(P + ' } ~\ 
renferme tous les cas où la vérité ni l'erreur n'auront la. 
pluralité exigée, et variera av^c les nombres r et p (*). 
C'est à diminuer cette différence , en conservant d'ail- 
leurs la plus grande valeur possible à la première 
probabilité , que doit tendre la constitution d'un tribunal» 
considération analogue à celle du n° 12g.. Gondorcet 
a, discuté avec soin .toutes les combinaisons auxquelles, 
elle peut conduire , en supposant que le nombre de vo- 
tans soit impair ou pair , la pluralité constante ou pro- 
portionnelle au nombre des votans , ou composée d'une 



(*) J'omets , pour abréger , la discussion des formes que doivent 
avoir les nombres r etp, pour que les exposansdes lettres e et f soient 
des entiers; il est bien facile d'y suppléer. On voit aussi qu'en chan-%. 
géant e enf, et réciproquement dans la seconde probabilité , on 
formera l'expression de la probabilité que l'erreur obtfendrtr la, 
pluralité exigée, et qui est la contraire de la première des probar 
bilités indiquées dans le texte. 
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partie proportionnelle à ce nombre et d'une partie cons- 
tante. Il a examiné ensuite les relations qu'ont entr elles le» 
diverses quantités qui entrent dans ces calculs, soit comme 
données , soit comme inconnues , et a varié les questions, 
avec un détail où nous ne saurions entrer. On peut sans 
(jloute attaquer ces applications du calcul des probabi- 
lités avec autant de raison que ce qui regarde les té- 
moignages ; et nous avons déjà fait connaître les prin- 
cipales objections qui se présentent sur ce sujet ; mais 
cependant , si les hypothèses auxquelles il a fallu recou- 
rir , ne permettent pas d'accorder beaucoup de confiance 
aux résultats obtenus , la connaissance des combinaisons 
qu'elles développent et de la marche des valeurs qui en 
dérivent, n'est pas non plus sans quelque utilité pour 
diriger la réflexion sur ce qui peut arriver réellement t 
du moins. quand il ne s'opère pas des changemens brus- 
ques dans la probabilité des votes , et pour classer les 
faits afin d'en déduire des conséquences précises et appli- 
cables. 

146. Les élections sont aussi des jugemens lorsqu'on 
les envisage sous le rapport de la bonté du choix , qui 
dépend des lumières et de l'impartialité des électeurs ; et 
l'on peut demander quelle est la probabilité qu'un can- 
didat admis d'après une forme donnée de scrutin , a une 
véritable supériorité sur ses concurrens. Malheureuse- 
ment les passions ne dérangent pas moins ici les calculs 
que dans les témoignages et les décisions. En vain 
Condorcet et plusieurs autres publicistes ont- ils cher- 
ché des formes qui pussent ôter à l'intrigue son in- 
fluence ; ou ces formes n'ont pas été soumises à l'expé- 
rience , ou elles ont été trouvées défectueuses. Mais en 
renonçant à ce point de vue du problème , et en regar- 
dant seulement une élection, ou, ce qui est la même ' 
chose y une décision à la pluralité des voix entre plu* 
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sieurs propositions, comme un moyen de terminer lest 
débats en adhérant au vœu du plus grand nombre , il* 
resté encore beaucoup de difficulté à constater, dan» 
Certains cas , quel est réellement ce vœu (*) ? L'étendue 
à laquelle est déjà parvenu cet ouvrage , me permet à 
peine d'indiquer sur chacune de ces divisions du sujet , 
quelques principes.généraux. 

Lorsqu'il n'y a que deux candidats , la majorité des* 
suffrages en faveur de l'un d'eux, se manifestant tout de 
suite , indique sa Supériorité si les électeurs sont éga- 
lement éclairés , et dans tous les cas prouve qu'il a le 
vœu du plus-grand nombre; mais il n'en est plus ainsi- 
dès qu'il y a seulement trois candidats. En effet , quand 
un électeur vote seulement pour le candidat qu'il es- 
time le plus , il laisse indécis l't>rdre de préférence qu'il 
assignerait aux autres s'il était obligé de choisir entre 
eux j mais si chaque votant écrivait sur son bulletin le» 
trois noms des candidats rangés dans l'ordre de mérite qu'il 
leur attribue, ne pourrait-il pas arriver que celui qui a été 
le premier sur la majorité des bulletins , mais le dernier 
sur tout le reste , eût moins de mérite que celui qui a été 
inscrit le second par tous ceux qui ne lui ont pas donné 
le premier rang. Il est aisé d'apercevoir que cela dépen- 
drait de la valeur qu'on attacherait 4 la différence de 
mérite entre les rangs. 

Si , par exemple , en suivant le scrutin proposé par 
Borda (**)> on donne au mérite respectif des candidats 
-des; valeurs proportionnelles au rang qu'on leur assigne , 



(*)' Il ne paratt pas qu'on ait fait cette distinction avant M. Datraou, 
dans l'excellent Mémoire qu'il a lu en l'an iz (i8o3), sur ce sujet à la 
Classe des Sciences morales et politiques de l'Institut, et qui n'ayanf 
été imprimé qu'à part , est assez difficile à trouver. 

(**) Mémoire* de l'Académie de* Science*, année 1781, 
psg. 6S7-. 
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qu'on écrire en conséquence 3 pour le premier , a pour 
le second et 1 pour le troisième, qu'il y ait 3 candidats. , 
désignés par les lettres A> B , C, que sur ico votana 
Ç5 leur assignent Tordre ABC et 35 l'ordre*J?C^; il 
çst évident que la majorité des suffrages est pour A % 
puisqu'il a été regardé comme supérieur à tous les jmtrea 

Î>ar 65 électeurs : cependant, si Ton estime le mériterez 
atif des candidats par la somme des nombres qu'ils ob-> 
tiennent sur chaque liste , on ne trouvera pour A que 

65.3 + 35.i = a3o, 

tandis que B placé le premier 35 fois seulement , mai* 
65 fois le second , aura 

65.3 + 35.3 = 335, 

et sera par conséquent élu dans cette forme de scrutin. 

Il n'y aurait rien à dire contre cette conclusion , si 
la graduation des numéros était exacte, et qu'ils eussent 
été appliqués de bonne foi; mais il n'est pas. difficile de 
voir qu'elle est peu sûre sous le premier rapport , et qu'a 
sous le second elle se prête facilement à l'esprit de ca- 
bale. Substituons d'abord aux nombres déterminés 3,2, 
î les lettres p, q , r, et nous arriverons par le mêm.Q 
scrutin à l'élection de A , si nous posons- 

65p + 35r«> 35p + 65<7 >4 

«e qui peut se faire d'une infinité de manières. En lais- 
sant aux lettres q et r, leurs valeurs primitives a et î , la 
condition ci-dessus devient 

.,, 65p + 35 > 35p + i3o ou 3op > o5, 

el montre qu'il suffit de faire p > 3 ~ pour que la somme 
d$i numéros obtenus par A , «oit la plus forte : or peut* 
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on balancer le mérite des candidats arec une exactitude 
aussi mînqtieuse ; et d'ailleurs les votàns auront-ils dan» 
l'esprit une mesure commune à laquelle se rapportent 
exactement les unités qu'ils emploient? Autrement les 
plus sévères déprécieront trop les candidats , les plus in* 
dulgens leur assigneront des nombres trop forts. 

La dépréciation pourra même être effectuée de mau- 
vaise foi , dans l'intention d,' écarter le concurrent qu'on 
craint le plus. En effet , dans l'exemple que je viens de 
donner, 35 électeurs sachant que les meilleurs candi- 
dats sont A et B y et voulant exclure A, n'ont qu'à s'en- 
tendre pour le placer au dernier rang , ils rendront inutil» 
le vœu d'une majorité très-prononcée en sa faveur. Il 
'n'est pas douteux que dès qu'une pareille circonstance 
est remarquée , les passions ne la mettent bientôt à pro- 
fit ; et qu'on ne croye pas qu'elle ne puisse avoir lieu que 
dans quelques cas : elle est au contraire très -étendue; 
car si l'on désigne par m-f-/i le nombre dea électeurs > 
qu'il y ait m bulletins dans la forme ABC, et n dans 
la forme BCA, A ne pourra être élu qu'autant que 

5m -f- n > fim -f- 5n , ou m > a»; 

il lui faudra donc plus des $ dès suffrages individuels» 
Les inconvéniens . de ce scrutin deviennent encore plu» 
graves si le nombre des candidats est plus considérable. 
]^7« Lorsqu'on a reconnu la très-grande difficulté* 
pour ne pas dire l'impossibilité d'obtenir par les appré-^ 
dations de chaque électeur , une évaluation exacte du 
mérite respectif des candidats , il faut en revenir à 
prendre pour cette mesure , le vœu bien exprimé de la 
majorité ; et le moyen qui se présente pour connaître 
ce vœu , est de consulter chaque électeur sur ces candi- 
dats comparés deux à deux. C'est à quoi peuvent servi? 
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ks numéros Affectés à chaque candidat, pourvu qu'on 
fie leur assigne d'autre fonction que d'exprimer le rang 
dans lequel ils sont placés par les électeurs. 

En établissant un certain ordre ABC, par exemple % 
lé votant affirme les propositions suivantes , 

A Vaut mieux que B \ ,, \ .. . *•'_•» 

x> *. • ^ ^ î d ou il suit -^ vaut mieux que C. 
jp vaut mieux que C ) * 

ce que pour abréger nous exprimerons par 

.**>#> £>C, d'où A>C è 

» 
Cela posé, trois candidats pouvant être rangés sis 
de six manières différentes, il faudra, en décomposant 
les scrutins comme ci -dessus, chercher quels sont les 
arrangemens qui ont obtenu le plus grand nombre de 
voix et en déterminer les. conséquences sur l'ordre à 
établir entre les 3 candidats» 

Supposons que 60 électeurs se soient partagés suç 
l'ordre des candidats , comme il suit ; 

a3 pour A CB , 19 pour B CA , 
1 G pour CBA , a pour CA B \ 

formant d'abord la comparaison de A avec B, on trou- 
vera que la proposition A>B est établie par s3-J-*=a5 
suffrages, et sa contradictoire B>A, par 19+ i6=35<. 

La proposition A> C par a3 et «a contradictoire 
C>A, par 19 + 16 + 11=37; 

La proposition B^>C par 19 et sa contradictoire 
C>tf,para3-hiG + 3 = 4i. 

Parmi toutes ces propositions les trois qui ont obtenu- 
Je plus cle suffrages, sont donc C^>B donnée par 4 1 » 
C>^par37, J?>u*par35. 
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Ce système de propositions qui ne renferme aucune* 
contradiction, établissant Tordre CBA , donne la supé- 
riorité absolue au candidat C, qui n'aurait eu que 18 
voix sur 60 , si Ton n'avait écrit qu'un seul nom sur 
chaque bulletin, tandis que A en aurait eu a3 eti? 19 ; 
et si, conformémentà l'usage établi quand l'élection doit 
être faite à la majorité absolue, on eût obligé les élec- 
teurs dans un nouveau scrutin (le ballotage), à ne voter 
que sur les deux candidats qui avaient obtenu le plus 
de voix , C aurait été exclu. Il est visible que ce dernier 
défaut du scrutin ordinaire croît avec le nombre des 
votans et des candidats ; 'et qu'un petit nombre d'élec- 
teurs qui s'entendent peuvent forcer la majorité , dont 
les voix se sont dispersées sur un grand nombre de can- 
didats , à choisir entre deux qu'elle repousserait si elle 
en avait la liberté. 

148. Dans l'exemple précédent les trois propositions 
qui ont obtenu le plus de voix sont , comme nous l'avons 
remarqué, compatibles entr'elles, et toutes nécessaires 
si l'on veut établir un ordre définitif entre les candidats ; 
car les deux premières laissent indéterminée la subor- 
dination qui doit exister entre AetB; mais cela n'arrive 
pas toujours. Si, le nombre des électeurs restant le même > 
leurs voix étaient divisées de cette manière, 

1 a pour ABC , 9 pour ACB , ao pour BCA y 
>o pour CAB , 9 pour CBA, 

©ri trouverait, en opérant comme ci-dessus,. 

A"^> B par 3i suffrages et B > A par 39» 
A > C par ai et C>A par 3g, 

B > C par 3a et C> B par a3; 

rapprochant alors les propositions qui ont obtenu Ile 
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plus de voix, on tomberait sur le système 

C>A donnée par 3g , B>C par 3a et^>£ par 3i , 

dont les deux premières conduisent nécessairement à 
B^>A, résultat contraire à la 3 # . 

Pour échapper à cette contradiction , Condôrcet , qui 
a discuté avec beaucoup de soin et à plusieurs reprises , 
la théorie des élections , propose de ne composer le ré- 
sultat final qu'avec deux propositions , lorsqu'elles ont 
une conséquence nécessaire , et de chercher ensuite 
parmi les trois systèmes qu'on peut faire en combinant 
deux à deux les trois propositions indiquées ci-dessus , 
celui qui a obtenu le plus de suffrages , en réunissant 
les votes qui ont été donnés à chacune des propositions 
dont il est composé. Or on trouve ainsi 

71 suffrages pour C>A 9 B > C> d'où l'ordre BCA , 
70 C>A, A>B, CAB, 

63 B>C,A>B, ABC: 

c'est donc le premier. système qui est voté le plus for- 
tement , et auquel il faut s'arrêter si toutefois on est forcé 
de consommer l'élection (*). Cette dernière restriction 
a paru très-nécessaire à M. Daunou qui présente contre 
cette manière de combiner les propositions, des diffi- 
cultés très-fondées , et qui pense que dans ce cas 'douteux 
où il ne saurait y avoir de majorité bien prouvée , le 
seul parti à prendre , si l'on ne pouvait remettre l'élec- 
tion , serait de choisir le candidat qui a la pluralité re- 
lative (**). 



(*) Essai sur la Probabilité des Décisions , Discours pré- 
liminaire, pag. lxvip » 
(**) Mémoire sur les Elections, pag. 63. 
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i49* Les propositions comparées dans les numéro* 
précèdent par rapport aux nombres de suffrages qu'elles 
ont obtenus , pourraient l'être par rapport à leurs pro- 
babilités lorsque celles de la vérité et de Terreur de cha- 
que vote sont connues. Par exemple, un scrutin de 
33 votes , sur lesquels 18 sont pour A>B et A> C 9 
i5 pour B >A et C> A, 3a pour B > C et 1 pour 
C^>B , conduirait à l'élection de A par les proposition» 
A^B et A> C, dont le système a une probabilité 

v 3 v* 

(i3i et 17) ; 



v 5 + m? * v 3 -f- m 

mais la très-grande pluralité qu'a obtenue la proposition 
B^>C, donne, dans le cas où v surpasserait peu m, 
plus de probabilité au système B > C et B >A , quoique 
la seconde proposition n'ait eu que la minorité des suf- 
frages. 

£n effet la probabilité de ce dernier système étant 

v 31 m 3 



v 31 + m 31 " v 3 + m 3 ' 

si l'on fait, pour abréger, m = *i>, qu'on réduise an 
même dénominateur , les probabilités du premier et du 
second système, on trouve pour les numérateurs, 

i+« 31 et « 3 (i+^), 

expressions qui deviennent i,o38 et 1,260 lorsque 
« = 0,9 ; te ainsi, dît Condorcet, le système pour lequel 
» on conclut la pluralité , n'est pas nécessairement celui 
7> qui a la plus grande probabilité (*) » ; mais cependant 



-pv*^ 



(*) Estai sur la Probabilité de* Décisions, pag. ia3. 
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*>n ne doit pas adopter ce dernier dans tous les cas , parce 
que souvent Tune des deux propositions n'ayant qu'une 
probabilité fort petite, impliquerait contradiction avec 
d'antres qui en ont une plus grande. 

Si l'on joint à cette difficulté, celle de constater la 
probabilité de chaque vote ; on sera bien fondé à s'en 
tenir dans les élections , à la recherche du vœu de la 
majorité , ce qui, comme on vient de* le voir, n'est pas 
toujours une chose aussi simple qu'on pourrait le penser. 
En réduisant le nombre des votans on facilite beaucoup 
la formation des votes et leur dépouillement. Cette raison, 
jointe à d'antres que ce n'est pas ici le lieu d'exposer, a 
conduit à établir plusieurs degrés d'élection pour arriver 
à un choix définitif, c'est-à-dire, à faire nommer d'abord 
des électeurs, qui doivent à leur tour en choisir d'autres , 
et ainsi de suite; mais par ce mode, l'influence de la 
volonté générale diminue à chaque nouveau degré qu'on 
ajoute à l'élection, et le choix de l'assemblée la plus 
élevée est souvent très--différent de celui qu'aurait in- 
diqué cette volonté , si on l'avait immédiatement con- 
sultée : un calcul fort simple rend très-frappante la vérité 
de cette assertion (*). 

i5o. Pour achever de parcourir les principales appli- 
cations du calcul des probabilités , il me resterait à parler 
de la manière de prendre le milieu entre plusieurs ré- 
sultats ou observations, en ayant égard aux diverses pro- 
babilités des erreurs , ou de déterminer les corrections 
les plus avantageuses que des valeurs déjà très-appro- 
chées , doivent subir pour satisfaire le mieux possible à 
un grand nombre d'observations. Cette recherche com- 



(*) Voyez les Remarques de M. Gergonne , Annales de Mathé- 
matiques , tome VI, pag. i. 
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mencée par Lagrange , éclaircie par Euler (*) , a été 
poussée très-loin par M. Laplace; mais comme elle se 
rapporte principalement à l'Astronomie , elle sort des 
limites que j'ai dû me prescrire. Je me bornerai seulement 
â dire que la règle la meilleure, celle de rendre un mi- 
nimum la somme des quarrés des erreurs» où elles 
entrent dans leur entier quel que soit leur signe , a été éta- 
blie par M. Legendre, d'une manière très-simple (**) ; 
quant à l'évaluation de la probabilité du résultat auquel 
elle conduit, on la trouve dans la Théorie analytique 
des Probabilités. 

De t évaluation morale des Probabilités. 

i5i. Lorsque le calcul des probabilités est appliqué 
à des sujets qui intéressent notre fortune ou notre vie , 
des nombres abstraits paraissent peu propres à nous faire 
connaître l'importance que nous devons attacher à ses 
résultats. Mais si l'objet de ce calcul est de ramener, 
autant que faire se peut , nos impressions à une mesure 
exacte, il doit nous offrir aussi le moyen de trouver 
une impression équivalente à une mesure donnée. En 
effet, placés au milieu d'une foule de dangers que nous 
sommes obligés de braver soit pour notre intérêt ou 
pour notre plaisir, et sur lesquels l'habitude et l'opinion 
générale paraissent assez constantes , les probabilités de 
ces dangers peuvent servir de termes de comparaison 
avec ceux qui ont été calculés et non encore éprouvés. 

«— ^ ^— m— — i^— — i— — ^— — 0wm «————— i^—^—i^— —^^i i ii 

I 

C) Mélanges delà Société de Turin , t. y, p. 167, Nova 
Acta Acad. Petropôlitanœ , t. m, p. 389. 

(**) Voyez Nouvelles Méthodes pour la détermination des 
orbites des Comètes , pag. 72. Depuis la publication de ce Mé- 
moire, on a appris que M. Gauss, de son côté, était parvenu à la 
mime règle. 
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Pour un intérêt assez modique , un homme prudent 
entreprend une traversée plus ou moins longue, sur 
mer, un passage difficile, par exemple celui du pont 
S*-Esprit lorsqu'on descend le Rhône en bateau , et un© 
foule d'autres actions assûjeties à des risques divers. Si 
donc on avait des relevés exacts qui fissent connaître 
la proportion des accidens aux succès, on en dédui- 
rait uile échelle de probabilités , dont la valeur morale 
serait mesurée par l'importance attachée aux résolution* 
qu'exigent les entreprises dont il s'agit. On pourrait aussi 
comprendre dans cette classe les risques pécuniaires, 
auxquels se soumettent, dans l'espoir d'un gain plus 
ou moins considérable, des hommes connus pour leur 
expérience et leur sagesse dans la conduite de leurs 
affaires; mais ces données manquant, cm a tâché d'y 
suppléer par les Tables de mortalité (*). 

Bnffon s'en *st servi pour déterminer une limite au- 
dessous de laquelle toute probabilité devait être re- 
gardée comme nulle (76) ; il fixa cette limite à tôbôt > 
parce qu'aucun homme dans son bon sens , n'est frappé 
de la crainte de mourir dans le jour, et que sur 10000 
personnes il en meurt une dans cet intervalle. Daniel 
Bernoulli observa d'abord que pour former cette valeur 
avec exactitude , il fallait n'y pas comprendre les in- 
dividus qui avaient une maladie ou des motifs connus 
de craindre une mort prochaine ; et Condorcet pensait 
qu'un risque nécessaire et habituel ne pouvait pas servir 
«le terme de comparaison lorsqu'il s'agit d'une détermi- 
nation volontaire ; que d'ailleurs on ne pouvait pas se 
borner à ce seul terme , et qu'il en fallait au contraire 
un très-grand nombre , afin qu'il y en eût pour les di- 

- (*) Essai sur la probabilité des décisions , pag. aa5 ; et Di*- 
4our5 préliminaire , pag. cvij t 
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verses spéculations qu'on pouvait se proposer. Cette der- 
nière objection me paraît au fond la plus solide ; car si 
nous nous habituons pour nous-mêmes au danger dé 
mourir dans un intervalle de tems très-court, nous l'ap- 
précions mieux à l'égard des autres; et nous faisons 
reposer des intérêts plus ou moins grands sur l'existence 
des personnes, d'après leur âge et l'état de leur santé. 

En calculant donc le risque de mourir pour des per- 
sonnes bien portantes , pendant un an , un mois , une 
semaine , un jour , une heure même , à différent âges , 
on formera sans peine l'échelle dont nous avons parlé. 

La Table dressée par Deparcieux sur des individus 
choisis (lofi), donne à l'âge de ao ans la probabilité 

8 i 

s— ; ou environ de mourir dans l'année . 

814 ioo 



8 



dans le mois , 



814.1a îaai 

57^51 = 5^1 danalaaemaine, 

87^65 oa . eBfimi §7735 dans le > our > 

dans une heure» 



8i4.36S.a4 ~ 8gi33o 

Ces probabilités varient avec l'âge, mais par des dif- 
férences qui sont d'autant moindres , que l'intervalle de 
tems est plus court. Prenant dans la même Table les 
probabilités analogues pour l'âge de5o ans, on trouve 



çrs- dans 1 an, ^ 6 g dans une semaine, etc. 
001 ^ boi. 02 



Si l'on retranche de cette probabilité celle qui cor- 
respond à l'âge de flo ans , la différence sera la mesure 
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de l'augmentation que l'âge apporte au risque de 
mourir pendant la semaine , augmentation dont l'impor- 
tance morale est fort petite ; car un homme de 5o ans qui 
jouit d'une bonne santé, n'appréhende guère plus de 
mourir dans un intervalle très court, qu'un jeune homme 
de 20 ans. Ce genre de probabilités était celui que Con- 
dorcet proposait de préférence , comme pouvant servir 
de terme de comparaison. Au reste ce ne sont encore 
là que des vues qu'il ne faut pas trop restreindre ; car 
il est évident que le sujet ne saurait admettre des nuances 
bien délicates , et que le but est rempli quand on a offert 
à l'imagination un rapprochement qu'elle peut saisir. * 

Résumé général» 

i5a. Dans les Notions préliminaires formant le pre- 
mier paragraphe de ce Traité , j'ai tâché de faire sortir 
celle de la probabilité , des habitudes mêmes de notre 
entendement , et de montrer que , reposant par sa nature 
sur une énumération , elle pouvait être susceptible de 
se prêter au calcul , au moins dans un grand nombre de 
cas. Après avoir parcouru les plus importans, il me 
paraît utile de résumer les circonstances remarquables 
qu'ils nous ont offertes , comme devant compléter le 
Tableau de la science déjà ébauché en parlant de son 
origine. 

Déterminer le rapport du nombre des chances qui 
amènent un événement, au nombre total des chances 
qui peuvent arriver , en descendant jusqu'à celles qui 
sont également possibles : tel est le problème à résoudre 
quand les événemens sont produits par des combinaisons 
dont les élémens sont donnés et dont le mode est connu , 
ce qui est le cas des jeux; et l'on sent qu'alors le calcul 
doit souvent rectifier lés simples aperçus du bon sens, 
qui ne peut pas suivre le détail des combinaisons 

17- .. 
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lorsqu'elles se multiplient et se compliquent au-delà 
d'un certain terme. Aussi avons-nous donné plusieurs 
exemples d'erreurs remarquables (19 , a3 , 4^)- 

Le penchant qui nous fait attendre avec plus de con- 
fiance l'arrivée de l'événement par rapport auquel nous 
pouvons répéter plus souvent le jugement de possibilité 
que le jugement contraire (5) , ne serait, dans le cas qui 
nous occupe , qu'une illusion , si la théorie mathéma- 
tique des combinaisons ne montrait pas que le nombre 
de celles qui sont favorables à ce penchant, augmente 
à mesure qu'on embrasse un plus grand nombre d'é- 
preuves (28) , et qu'elles conduisent à des probabilités 
dont la grandeur frappe également tous les esprits ; 
ensorte que le tems donnerait aux plus grossiers la 
preuve de ce qui ne peut d'abord être saisi que par une 
sagacité très-exercée : et de là se déduit le petit nombre 
de propositions suffisantes pour fonder les motifs qui 
nous font croire à la probabilité (36, Zj) (*). 

Cette même propriété de la répétition des épreuves 
conduit à l'évaluation pécuniaire des événemens aléa- 
toires , et mettant en évidence les suites que doit avoir 
nécessairement à la longue la plus petite inégalité dans 
le sort des joueurs, dès qu'elle est constante (64) > montre 
combien il est imprudent de se livrer au jeu quand on 
y a du désavantage , et même de risquer des sommes 
un peu considérables , quand le jeu est égal, parce que 
la perte de ces sommes ôtant le moyen d'atteindre à 
une longue suite d' événemens , trouble nécessairement 
' cette égalité. 

i53. Ce n'est pas pour les seuls événemens que nous 
>—— m i 1 1 » n i 1 ■ 1 . 1. ■ . m , 

(*) Le fond de ces diverse» propositions est renfermé dans ce 
jugement de Gibbon. <c Les lois de la probabilité si vraies en gé- 
» neral , si trompeuses en particulier, » ( Mémoires de Gibbon , 
tic, p. 261—363 de U traduction française.) 






V , 
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couvons voir sortir des combinaisons qui les produisent 
que la probabilité acquiert du crédit sur notre esprit ; 
«lie opère de même à l'égard de la répétition des faits 
dont l'origine nous est totalement inconnue. En assi- 
milant la production de ces faits au jet d'un dé, au 
tirage de numéros pris au hasard dans une urne, on 
doit en effet conclure du théorème de Jacques Ber- 
noulli (3o) que , si des observations multipliées mani- 
festent, dans la succession des divers événemens, des 
rapports renfermes entre des limites peu distantes , ces 
rapports indiquent à peu près les probabilités simples 
d'après lesquelles on peut conjectures sur l'avenir. Le 
sentiment de la constance des lois de la nature , inspiré 
de bonne heure , par l'immense répétition des mêmes 
successions dans le plus grand nombre des faits qui se 
passent sous nos yeux , avait conduit à cet aperçu; 
mais il n'était pas inutile , ce me semble , de le voir 
sortir aussi du développement des combinaisons mathé- 
matiques , et , ce qui est encore plus remarquable , de 
l'obtenir comme le terme moyen du nombre infini d'hy- 
pothèses qu'on peut faire sur la possibilité des événe- 
mens dont les causes sont tout-à-fait ignorées (8i , 87). 
C'est sous cette dernière forme qu'il est bien circonscrit, 
qu'on reconnaît les bornes où il faut le renfermer , et 
comment l'assurance diminue à mesure que l'étendue- 
de l'avenir augmente par rapport à celle du passé (85} . 
La fréquente succession des mêmes faits , qui mène 
à l'idée d'une liaison nécessaire entr'eux, étant soumise 
au calcul, donne une mesure de la probabilité de cette 
liaison , et montre jusqu'à quel point on peut y compter, 
quand même on n'aurait pas d'autres motifs de l'éta- 
blir (98 , 99). Cette théorie mérite quelqu'attention puis- 
qu'elle offre un moyen très-spécieux de réfuter les excès 
du scepticisme , sans recourir à ces principes posés à 
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priori, et tout au moins aussi douteux et aussi obscuit 
que ce qu'on prouve par leur secours. 

1 54* La détermination des probabilités , par le nombre 
et le mode des combinaisons, le même problème, lors- 
qu'on n'a pour données que l'observation des événement 
passés , enfin la détermination de la probabilité de l'exis- 
tence des causes , ou , pour parler plus exactement , 
des tendances naturelles à la production des événement 
qui sont plus répétés que d'autres , sont donc de» ques- 
tions dont la solution n'est pas seulement curieuse comme 
pouvant exiger beaucoup de science de calcul, mais 
encore comme donnant des fondemens plus solides aux 
principes généraux de l'art de conjecturer (*). 

i55. Pour appliquer cet art, il faut des données; et 
suivant leur nature elles seront susceptibles ou non de 
se prêter au calcul. Celles de la première espèce ne 
manquent point dans les jeux où elles se tirent des conven- 
tions établies et de la forme des* instrumens aléatoires. 
Dans les autres applications , ce sont des faits qui n'ont 
encore été recueillis que d'une manière très-incomplète, 
et pour certaines classes seulement. La principale, , celle 
des faits concernant la durée de la vie humaine , a fourni 
d'utiles spéculations , et d'autant plus sures qu'elles ont 



(*) La dernière de ces questions, considérée en général, a bien l'im- 
portance qa'on lui attribue ici, mais non pas dans toutes ses ap- 
plications. La connaissance de la valeur précise de la probabilité que 
des effets sont dus à une cause plutôt qu'au hasard , n'apprenant 
rien sur la nature de cette cause , parait bien loin de répondre' par 
son utilité à l'appareil de calcul qu'exige très-souvent sa détermina- 
tion. Quand la répétition des faits , ou leur constance est suffisant" 
ment constatée par les moyens les pi as simples , on essaye de les. 
lier par des hypothèses; et ^histoire des sciences prouve qu'on marche 
à cet égard du simple au composé , en suivant l'ordre des apparences, 
qu'on prend d'abord ce qu'on voit pour ce qui est, et qu'on rapporte 
les formes et les effets à ceux qui semblent les plus répètes. 
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été appuyées sur des élémeas plutôt observés que con- 
clus; car, ainsi qu'on l'a vu plusieurs fois dans le cours 
de cet ouvrage , c'est par les hypothèses imaginées pour 
suppléer aux observations immédiates, que l'erreur s'in- 
troduit dans le calcul. Les questions qui s'y montrent 
Je plus rebelles sont , sans contredit , celles qui tiennent 
à la volonté des hommes ; mais cependant nos actions 
ont des conséquences aussi nécessaires que celles de 
toutes les autres forces de la nature , et laissent des 
traces qui scrupuleusement examinées, discutées et 
énumérées, fournissent à posteriori une mesure de la va- 
leur de ces actions. Si par rapport aux témoignages , 
aux jugemens , les passions se jouent du calcul , leurs 
effets bien observés en préciseraient toute l'influence 
beaucoup mieux que les déclamations auxquelles on 
peut aisément avec de bonnes intentions et peu de 
lumières , se livrer sur un sujet tant rebattu. 

Ainsi ne nous lassons pas de répéter, avec tous ceux 
qui désirent sincèrement les progrès de la civilisation, 
qu'il en faut toujours revenir aux faits ; que tout , à la 
longue , peut se compter , se mesurer, et par conséquent 
être soustrait , au moins en grande partie , à l'empire 
de l'imagination ; mais disons aussi qu'on ne saurait at- 
teindre ce point si désirable , qu'en mettant la plus grande 
rigueur et le plus grand détail dans la classification des 
faits , afin d'éviter ces associations irréfléchies et in- 
exactes qui chargent les meilleurs principes, de con- 
séquences odieuses tout-à-fait étrangères à ces principes, 
comme on pourrait le prouver, non-seulement par des 
discussions raisonnées , mais en montrant par les faits 
que les mêmes conséquences ont pu être tout aussi lé- 
gitimement attribuées aux principes les plus opposés. 

Enfin, quand les faits manquent ou ne sont pas con- 
çluans j la discussion qu'il faut substituer aux mouvement 
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d'un enthousiasme souyent factice, phr lesquels on & 
égaré les hommes dans tous les sens , cette discussion » 
dis-je , doit prendre des formes assez analogues à celles 
du calcul. Balancer des avantages et des inconyéniens > 
«éparer des exceptions , fixer des limites , n'est-ce pas en 
effet une sorte de manière de compter ? et quand l'af- 
firmatif et le négatif se montrent au même degré K 
peut-on faire autrement que de rester dans le doute jusqu'à 
ce que de nouveaux faits l'aient dissipé? 
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NOTE PREMIERE. 

• . • 

Sur le n°a5, pag. 3g. 

A La formule de Stîrling donne immédiatement la 
lorame des logarithmes des termes d'une progression par 
différences. En prenant la suite des nombres naturel* 
depuis î jusqu'au nombre quelconque x x on a 

li+la+13...... + la; = 

- 1 a*- -f ( x + - ) 1 x — x *f =£ — -+ etc. 

a \ a/ îax 36ox J ' 

v désignant le rapport de la, circonférence au dia- 
mètre (*). Les logarithmes indiqués étant pris dans le 
Système népérien , il faudra , si Ton veut employer 
les logarithmes ordinaires , multiplier par le module 
0,4342945 , les termes où il n'entre pas de logarithmes. 
En passant aux nombres et désignant par e le nombre 
a,7 1 828 1 8 dont le logarithme népérien est l'unité, il vient 

,ii 1 

*-r- — — — • 5^ — r-f-etc. 

1 .a. 3. . . .X= y 2jr.— «6 , 

e 

produit dans lequel le dernier facteur approche d'autant 
plus de l'unité que le nombre x est plus considérable. 

a°. Gela posé, on obtient, pour le produit 

p(p -, 1)( ^ fl) .. >(p - - <7+ , )== p(p-o- p - i ^ > 

^ — — — ■ — — — mmmm — n 

(*) Fojrez le 3« volume de mon Traité du Calcul différentiel 
tjt du Calcul intégral in-/\° } ou la fin du Traité élémentaire sur le 
même sujet. " 
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l'expreiftion 



.1 i 

p P — q + - — — : — etc. 

i p (p — 9) a e 12 ^-^ 



g p—q + - 

e (p-tf 



et ai on la divise par celle du produit 1 .a. 3. . .ç , on 
trouvera que 

p(p — î) (p — 9 4-0 

1 .2.3. . . .^ 

ia\p p—q qj 



P ~*"ï — (-- — - 1— etc. 



P .• 



y/a*. ^ (P - 9) 

3*. Si Ton fait p = a</, et qu'on divise ce dernier 
résultat par a** afin d'obtenir le rapport du développe-* 
ment de (1 -f- i)** avec le terme moyen, on trouvera 



î 






X 



ï 1 
1 . — — n --J — etc. 

En posant 37 =100, on en déduira le nombre.. . . •» 
0,079589a, rapporté sur la page 4°* 
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A mesure que q augmente , l'expression ci~dessus s'ap- 
proche de 

^i ===A /X = t/I 

y/* q V 2*<j V *p 9 

quantité qui devient de plus en plus petite. 

4°. Si Ton fait p = rm •+- rn , qt=zrn, pour obtenir 
le plus grand terme du développement de (m+riy™*** 
(27) , on trouvera d'abord que le coefficient égale 

rm «+■ rn -+* - 
(rm + rn) a 

—r—. — -x 



e 



\Za7r.(rn) a (rm) % 
-I.(_L--JL -iA-etc. 



rm-r-rn-+"r T • x , ,v 

0» +") ^ e 7^U+S-m - »J- etC \ 

. tm rn ^ * 

y avrmn . m n 



puis multipliant là dernière de ces valeurs par 
... . -» il viendra 



m fm n*« 






sf\ 



• e' 
nx-rmn 



pour le rapport du développement de (m -f-?i) rm+rm 
avec son plus gtand terme. s 

5°. Le rapport de deux termes quelconques du déve- 
loppement de <m •+• ny> affectés de m"-* ri* et mP-*'n*', 
en négligeant pour abréger , les séries exponentielles 
qu'il est bien facile de restituer, a pour expression 



1 
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p f (p—ïl 1 



1+1. J-1+i p+l «-* 

i (p—4) p m 









q *(p-q) * ™> 

6°. Soit p=zrm+rn, çrsm, q' = rn — r\ l'ex- 
pression précédente deviendra 

rm-f-m-f-i iw— r + - rat-t-r-f-- 

r (re— i) a (nt-t-Q a _ 

I , ,1 

rm-f- rn ■+■ i r/i— r H — rw+r+- 
r » 2 m a 

rn — r-f-- „ . r» + r4-- 

~ï~) \ m ) 

résultat remarquable par sa forme , et dont la valeur 
numérique est susceptible de croître indéfiniment en 
même tems que le nombre r, ce qui prouve la proposi- 
tion du n°3i. 

Pour s'en convaincre , il suffit d'observer que 

. rm+r . r(n»-4-i) , N »/>»-+-i\ 

1 ( 2 i J ) :sï ^( , "9 =s ""H-lî5?-i-* te " 
!(!!L±iW 1 + ±^±_JL + ' etc., 
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•te qui donne 

rn — r , k ra-f-r 

- V2OT îl/» 6»A* ^ 0/* a /. 

C » 

car la série qui multiplie r dans la dernière expression 
étant convergente et toujours positive , il s'ensuit que la 
valeur de cette expression croît toujours avec le nombre 
T y et que par conséquent il en est de même de 



(^) * (^-) 



rn—r_ . . rm-f-f 



( n — 1 m 4- A * ( n — 1 \ / m + i \ 

n * m ) \ n ) \- m / 

Si Ton posait q' = m + r , ce qui donnerait p — 9'= 
rm — Ty ce changement ne ferait que mettre dans le 
rapport obtenu ci-dessus , m à la place de n, et récipro- 
quement. 

7 . Si dans l'expression du coefficient du terme gé- 
néral du développement de (m-\-ny (p. a66), on fait 
p=trm+rn, q=zrn — q\ d'où p — q = rm + q f > et 

m rm-H' n rn-l' . 

qu'on la multiplie par „ym+r fl > * elle deTlendra 



rm -f- r» -h - 
(rm + ni) a 



r/i— ?'•+•- roi + f'H-- 

JLf — i I — , i_^— etc. mH-?' m—/ 

iaVr/rH-rn r/n-Hjf rn—q J m n 

(m + n) 



^^^m 
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et nom allons la simplifier en supposant q' très-petit 
par rapport aux nombres rm et rn. Le premier facteur 
se met aisément sous la forme 



n» -f- m -f- - 
(m -fn) . a 



m — ç' + I rm -f- ^ -f. ï 

l/arw.u a m a 

i 

rn — q' ■+■ - rm -f- tf* «4- - 

(-rO V£ ' 

effectuant la multiplication par le 3 e . facteur et rédufc- 
•aat , on obtient 

V fm + n 
2*rmn 

' ï — — - - # 

Observant ensuite que 

( l ._i.)"~^L.(-' + 0'0Hp. 

puis développant les exposans* de e, et faisant leur 
somme , on trouve ^ après les réductions, 

r f _/a -'a 

5L + JL + .1- + -2— j_ etc. ; 

ani orm zrn arm 

et si Ton suppose le nombre q assez petit par rapport 
aux nombres rm et m , pour que son quarré seul puisse 



des probabilités; S.JI 

entrer en comparaison avec leurs premières puissances, 
on réduira cette expression aux termes 

ara zrm ' 
d'où il résultera enfin 



arwm 7 



V axrmn 9 V Q*rmn 

expression qui donnera une râleur approchée du rapport 
entre le terme affecté de m rm "**'n r *""*', et la puissance 
(m -f- n) rw+r *, si Ton néglige la série exponentielle qui 
compose le second facteur de l'expression proposée, et 
qu'on regarde q'* comme comparable seulement aux 
premières puissances des nombres rm et rn (*). 

Si Ton compare cette expression à celle du «apport 
entre le développement de (m+») m " +,f * et son plu» 
grand terme (p. 267) , on verra que 



m + n , 
e irmn ^ 



est une expression approchée du quotient de ce plus grand 
terme divisé par celui qui est affecté de m rw ^ f n rn "^ f ; 
et si l'on y fait to== 18, n= 17, rm + ra= 14000, 
d'où r = 4°°* 9 /= I ^> e ^ e donne 44*7. valeur qui 
ne diffère pas sensiblement de celle qu'a trouvée 
Nicolas Bernoulli dans l'endroit cité sur la page 169, 
et d'où il conclut que la somme des i63 termes qui 
précèdent le plus considérable du développement dé 
(/n-f*n) l4 °°° et des i65quile suivent, est au reste de 
ce développement , dans un rapport plus grand que 
celui de 43,56 k 1. 

(+) Elle devient celle qu'on trouve p. 278 de la Théorie analy- 
tique des Probabilités , lorsqu'on jr change rwi-f-m «n n, rut. em 
x, rn en a/ et <f en /. 
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On peut parvenir à ce résultat au moyen des re-* 
marques faite» dans le n° 3a ; car si on conçoit que 
les groupes de termes formés à partir de M y de 
L t etc. soient composés chacun d'un nombre q de 
termes, et qu'on les représente par g, g', g", etc., 
on aura 



"<$-$<$' etc - 

M 

Si donc on fait -j- = ft , il yiendra 

et par conséquent 
g'+tf+ar+ete. < (| + £ + 1 + etc.) < jrâ- , 

et cela, en quelque nombre que soient les groupes ; donc 
enfin le groupe g sera à Ja somme de tous les autres , 
dans un rapport plus grand que k — - 1 : 1 . 

8°. On peut encore obtenir plus directement la va- 
leur approchée du rapport entre le groupe de termes 
désigné par g, et la totalité du développement de 
(m. + n) p , en cherchant la somme des valeurs que prend 
l'expression 

/f m -f- n t% 



Qirrmn 



depuis (/' = o , jusqu'au nombre assigné pour sa plus 
grande valeur , au moyen de la série sommatoire donné* 
par Euler dans son Calcul différentiel, et qu'on trouve 
aussi aux endroits cités en note au bas de la page a65. 
Cette formule qui est 

Su = fuàx + - v, 4 T~ + etc. . 

1 a ■ îa dx l * 
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lorsqu'on y fait x== q', uzzz be , donne 

* i 

•|* etc. 

Mais on peut se borner aux deux premiers termes quand 
ba est fort petit, ainsi que cela a lieu pouf l'exemple 
proposé , puisque 

„ m +rc » , /m + n fa 

arm/i V zwrmn V *• 

En posant alors q' {/a == * , on obtient l'expression 

qu'il faut prendre depuis J = o jusqu'à la plus grande 
valeur de t, et doubler, si l'on veut réunir le groupe qui 
précède le plus grand terme, à celui qui le suit ; puis on 
y ajoutera ce terme. Dans la Note III , je reviendrai 
sur l'intégrale indiquée. 

On peut tirer de ces formules une démonstration de 
la proposition du n° 3o } mais celle de Jacques Bernoulli 
paraît préférable , non-seulement parce qu'elle est élé- 
mentaire , mais encore parce qu'on y voit mieux la 
marche de l'approximation que dans les calculs ci-dessus 
fondés sur des séries qui ne sont point convergentes dans 
toute leur étendue , et où l'on néglige beaucoup de quan- 
tités 9 dont il ne semble pas facile d'apprécier exactement 
l'influence sur le résultat. 

En terminant cette note , je dois dire que la somma- 
tion de la partie moyenne des termes des puissances 
élevées du binôme , a été ramenée à àes intégrales dé- 
finies , par M, Laplace , dans les Mémoires de î Académie 

18. 
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des Sciences, ann. 178a, p. 60 , et par M. Legendre , 
dans les Exercices de Calcul intégral , V 9 partie , 
p. a35. v 

Sur le n° 85, page \fâ. 

i°. Si Von applique à l'expression de S h ' (83) 
la formule de Stirling( p. a65), on trouvera , en faisant 
abstraction des séries exponentielles , 

n (xi— ~ 1). . . . î 

(m + 1) (m-f-a). . . .(/»«+•»+ 1) 



«wr. 



m -+• - n + - m + n+i 

j» a a a e 



m n ,3 

c - c (m+/i + i) 

m. n 
t / m n • 

ey zxmn. ■ ■ . ■ ■ ^ 

m + n-t-- 
(m + n + i) 

Ou peut simplifier la dernière de ces expressions en 
observant que si p est un très-grand nombre par rapport 
aux nombres h et / , on a sensiblement 



( 






puisque 

(■+r=(' + 0'('+?)= 

et que , sji on passe aux limites des différera termes de 
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«es séries, en supposant p infini, la première devient 

«t la seconde se réduit à son premier terme i. 
Par ce mpj^n, la quantité 

3 

«te-f-n ■+•- 

(Pi + n + i) »== 

, ^ . 3 i»4-n«+- 



m +*, + -*/ 1 \ 



m-f-n-f- _ 0n N »> 

ae change en (tu + n) * e ; la valeur de S\' 

deyient donc 



mm ** t /zmnr 



comme on le voit dans les Exercices de Calcul inté- 
gral, par M. Legendre ( III e part. , p. 348), et il ob- 
serve avec raison • que l'approximation exige que les 
nombres m et n soient tous deux très-grands, 
a°. On trouve de même que 

o x = 
frH-g) (n+q— i) 1 



(m+p—q+i)(m+p—q+a) (m+n+p+i) ~" 

e . e 



m-hn + p + i 
e 






3» 



18. 
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et comme on suppose que les nombres m et n sont très- 
grands , par rapport aux nombres p et q, on peut réduire 

(pi + p — q) * = 

, r 
I m + p — q-h- 

m a 



K-?) 



W + P— 9-h- P— ? 

à m 2 e , et ainsi des autres : il yient 

alors 



* y — m n 

y six. 



3 > 



(/n-j-n) 

valeur qui , divisée par cejje de 5 t ' obtenue précé- 
demment , donne pour quotient 

(zn4- ny* 

C'est à peu près ainsi que M. Laplace a démontré 
dans le tome VI des Mémoires des Savans Etrangers 
( p. 625) , la proposition énoncée à la fin du n° 85. 
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NOTE IL 

Sur le n° fô> P a g e 6ff. 

Le calcul aux différences (finies) auquel se lie assez 
naturellement la théorie des combinaisons , facilite très- 
souvent la mise en équation des problèmes relatifs aux 
probabilités. Déjà Moivre en cherchant la loi que suivent 
les valeurs successives des fonctions qui résolvent ces 
problèmes, avait introduit la considération des séries ' 
récurrentes ; mais l'algorithme du calcul aux différences 
n'étant pas encore complet et l'intégration des équations . 
de ce genre n'ayant été effectuée d'une manière bien ex- 
plicite que par Lagrange en 1759 (*), Moivre ne pouvait 
pas remonter immédiatement à l'expression finie des 
fonctions à déterminer. C'est M. Laplace qui a fait le 
premier, en 1773 , l'application explicite du calcul aux 
différences à celui des probabilités -, et Lagrange qui, dès 
1769, avait indiqué cette application, l'ayant reprise 
en 1775 , a résolu par le même moyen les plus im- 
portantes et les plus difficiles des questions que Moivre 
avait traitées dans la Doctrine des Chances (**). Je ne 
puis donner ici qu'une idée de cette méthode, et je l'ap- 
pliquerai d'abord à la question du n° cité. 

Désignons par I m le nombre des combinaisons- im- 
paires dont m pièces sont susceptibles ,. par P m celni des 
combinaisons paires, et cherchons ce que deviennent ces 
fonctions de m , quand cette variable augmente de l'u- 



(*) Miscellanea Taurinensia , tom. 1 , pag. 33. 
(**) Mémoire des S avans Etrangers , tom. vu, 1773, p. ii3>. 
Mémoires de V Académie de Berlin , aimée 1775 , pag, 2/fa, 
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nité. Il est visible que si on introduit la nouvelle pièce 
dans les combinaisons paires, elle les^ rendra impaires, 
et que déplus, prise seule , elle en formera une de cette 
espèce , ce qui donnera par «conséquent P m + 1 , com- 
binaisons impaires outre les J m du. cas précédent. Quant 
aux combinaisons impaires, l'addition de la nouvelle pièce 
les rendra paires , et le nombre des combinaisons de cette 
espèce qui était P m sera augmenté de I m ; mais Jm+i et 
Pm+\ étant les nouvelles valeurs des fonctions J m et P my 
il en résultera les équations 

Jm+\ == 'm H" *m T * > * m+\ == Pm "T* -*m« 

En vertu de la seconde , la première devient 

/m-t»i == * m-H "T" * > 

et > si on diminue m de f unité , donne 

* m ■ — *m "T" * > 

au moyen de quoi chassant P« + 1 , delà première équa- 
tion, on obtient 

équation du premier degré et du premier ordre à coef- 
ficiens constans, et à laquelle on satisfait en posant 
J m *=iA* m . Le coefficient A reste arbitraire, et Ton trouve 
*= a, d'où / m = a m A; mais comme 7 m doit se réduire 
à i , quand m = 1 , il faut que ^~^: ona donc 
J ro =a m ~ 1 ) et par conséquent / > OT = /»■«— 1 = a" 1 "* 1 — 1.. 
On conclut déjà les probabilités 

r 2 m-« p 2 m^_ 1 



comme dans le n° £5 ; mais de plus cette analyse fait 
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bien Voir comment il arrive que le nombre des com- 
binaisons impaires doit surpasser de l'unité celui des 
combinaisons paires, ce qui n'avait pas été aperçu par 
Mairan qui s'occupa le premier de ce problème (*). 

2°. La question précédente ne dépendait que d'une 
équation aux différences à deux variables ; mais on est 
conduit fréquemment à des équations aux différences 
partielles : la détermination de la probabilité d amener 
au moins un nombre donné de fois , dans un nombre 
donné d? épreuves , un événement désigné , en offre un* 
exemple. C'est le premierproblème résolu par Lagrange, 
dans le Mémoire cité ; et voici comment il le met en équa- 
tion. A l'exemple deMonfmort , il prend pour inconnue 
le sort du joueur, c'est-à-dire son espérance mathéma- 
tique; mais il suppose égale à l'unité la somme espérée» 
ce qui réduit le sort du joueur à la probabilité de gagner. 
D'après cette définition il s'appuie sur le principe , que 
le sort d'un joueur, à un coup quelconque, se compose 
de la réunion des divers résultats que peut amener ce 
coup, multipliés par la probabilité de les obtenir. S'agit- 
il, par exemple , d'amener au moins une fois le point 6 
en deux jets d'un dé ordinaire ; le sort du joueur ayant 
de jouer se compose de la probabilité £ de gagner au 
premier coup la somme 1, et de. la probabilité | de 
ne pas gagner à ce coup , mais d'avoir la probabilité £ 
de gagner 1 au second coup ; ce qui fait en tout 



1 5 t 11 

§' l+ 6 *6 



(1 5\ a 



(*) Mémoires de V 'Académie des Sciences > année 1728, p. 53 
de Y Histoire. 
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. Cela posé , en représentant par y Xi t le sort du joueur 
lorsqu'il ne lui reste plus qu'un nombre x d'épreuves à 
tenter, et qu'il manque encore un nombre t de répéta 
tions de l'événement désigné dont la probabilité est e, 
on formera l'équation 

?*> »- = 9^-» , r-i + — *).y*-i, u 

yx-\ t t~i indiquant le sort du joueur au coup suivant-," 
lorsqu'il a amené l'éyénement demandé, etj^_i,» lors-. 

"qu'il ne l'a pas amené. 

Pour l'intégration de cette* équation aux différences 
partielles à trois variables, je renverrai au Mémoire de 
Lagrange , ou au 3 e volume de mon Traité du Calcul 
différentiel et du Calcul intégral (ïn~4°) y et je me 
bornerai à rapporter la valeur de^y^, qui s'en déduit, 
savoir 

t(t+i)...[t + {x-t~iîl Y 

^ 1.2.3. ..{x—t) K e} y 

Lorsque cr — p, t=r, 1 — « = f, il en résulte 

pour la probabilité d'amçner, dans un nombre p d'é- 
preuves , au moins r fois l'événement désigné. 

Par la formule du n° 22 , "en faisant p — q = r ,' et 
mettant e r en facteur commun, on trouverait 

„ J>* + 1 ey-^-'/+ p(P i ~° eP-^f + etc.} ; 
puis substituant les puissances de 1 — f à celles de «. 



I 
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qui sont entre les accolades, on retomberait sur la for- 
mule précédente, que Moivre avait trouvée par induc- 
tion (*). 

Sur le n° 54 , page 83. 

Voici le développement de la solution que M. Laplace 
donne de la même question , dans sa Théorie analytique 
des Probabilités, page 191 . En conservant les dénomi- 
nations que j'ai employées dans le n° cité , il peut se 

présenter à un tirage l'un quelconque des 

/ 
m(m — 1). . .(m- — i +0 



i,a 



arrangemens des m numéros en nombre i ; la liste de 
n tirages sera donc formée d'un nombre n de ces arran-» 
gemens, pris sur un nombre total 

fra(m — 1) (m — i-f-i) )" 

t r.a i / * 

et comprendra en tout in numéros. Soit maintenant 
z mt q le nombre de ces mêmes arrangemens , dans les- 
quels il ne manque aucun des numéros 1 , a, 3,. . ,q y 
Z>m, ?— 1 le nombre des arrangemens, où il ne manque au-* 
cun des numéros 1 , a , 3,... q — 1 ; ce dernier surpassera 
évidemment le premier , puisqu'outre les arrangemens 
qui comprennent les n 01 1 , 2 , 3,. . . q — 1 , combinés 
avec le nombre q , il renferme aussi ceux où ce numéro 
manque, et qui ne sauraient faire partie de z mt1 . 
Mais les arrangemens ou le n° q manqué pouvant ré- 
sulter d'une loterie composée seulement de m — 1 nu- 
méros, leur nombre est représenté par z m _, i9 _, ; on 



(*) Doctrine of chances , pag. i3. 
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aura donc l'équation 

la différence A étant prise par rapport à m seulement» 

Au lieu d'intégrer cette équation, on peut s'en ser- 
vir pour dériver successivement de & m , t les valeurs 
de z m% » , z„ t $ , etc. ; car elle donne 

z m, 3 == z m, a """ *m— i, a == A^m— î, a S= À £m_», i , 
*», 4 = «m, S — *m— î, S = As,n_i f 3 = ù?Z mmm 3 t 1 » 

d où Fou conclut aisément 

Or , 2 W) , , ou le nombre des arrangemens dans lesquels, 
ne manque point le nombre 1 > étant égal au nombre 
total des arrangemens que comporte la loterie propo- 
sée, diminué du nombre total de ceux qui résulteraient 
d'une loterie composée seulement des m — i numéro» 
autres que 1 , sera , d'après ce qu'on a dit au com- 
mencement de cet article, 

{m(m — i)...(m — t-f-i) ) 1 * f (m — i)(ro— - a)...(m>— j) ")* 
i.a.3. ..f J 1 i.a.3...i J 

A.{(rrc — îX"*— ~ 2 )- • -{m — Ol* 
(i.a.3...i) n 

changeant donc meam— ijf+i dans cette expression» 
pour la substituer dans celle de * w , , , trouvée plus 
haut, on aura 

A* .{(m— q)(m— 7 — i)...(m — f — </+ O}* 

Zmt f - (i.a.5...i)- * 
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tn n'oubliant pas que la différence indiquée ne se 
rapporte qu'à m. 

On peut poser , pour abréger, m — q = s , ce qui 
donnera 

A* . {$(* — !)...(* — i+ i)} n 

%m >'— (i.a.$....i) E 

différencier par rapport à $, et faire ensuite £='o,' 
si Ton veut prendre q = m , afin d'avoir le nombre 
d'arrangemens ou de listes d'après lesquels tous les 
numéros «ont sortis : alors la probabilité demandée sera 
exprimée par 



( 77i(m — i)...(m — f-f- 1 )1* 
l i.a.3. ...i / 

\m (m — 1). . .(/» — n -f- 0/ 
Sur le n* 59 , page 98. 

Ce problème de la durée des parties jouées en ra-+ 
battant peut, dans son état le plus général, s'énoncer 
ainsi : deux joueurs , ayant chacun un certain nombre 
de jetons , jouent ensemble à cette condition , que celui 
qui perdra une partie donnera un jeton à l'autre ; on 
demande combien il y a à parier que le jeu , qui peut 
durer à l'infini, sera fini en un certain nombre de 
parties au plus, ensorte que l'un des deux joueurs aura 
gagné tous les jetons de F autre (p. 269 du Mémoire* 
de Lagrange) ? Voici comment il se met en équation. 
Si on désigne par x le nombre des coups qui restent 
à jouer, par t le nombre de jetons que possède alors l'un 
des joueurs j on aura, d'après le principe rappelé au com« 
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mencement de cette note (p. 279), y x ,t étant le sort 

de ce joueur, et e la probabilité de gagner la partie, 

y s, t = «y*-i, r+i + (1 — 0>-t, *-i t 

la même équation que celle du problème VI de 
Lagrange (p. 261 de son Mémoire) , où il ne considère 
qu'un seul joueur pariant d'amener un événement dé- 
signé , b fois de plus que l'événement contraire , ou 
c fois de moins. Suivant l'énoncé rapporté plus haut , 
b représente le nombre de jetons du second joueur , c 
celui des jetons du premier*, et le feu finit lorsque x étant 
égal à zéro , t-=2zc-\-b , ce qui fait gagner le premier 
joueur, ou lorsque t = o, ce qui fait gagner le second. 
Si les deux joueurs avaient chacun le même nombre 
de jetons et que e fût égal à £ , le problème deviendrait 
alors le même que celui dont j'ai indiqué les' cas les pldl 
simples, £ l'article cité. 
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NOTE ffl. 

Sur U n° 70, page iî4» 

En désignant par âx l'accroissement du capital , on 
a sur-le-champ pour la mesure de rimportance de 

•A* 

.cet accroissement; en intégrant, il vient klx-\-const. , et 
si Ton détermine la constante pour que ce résultat 
«évanouisse lorsque x^c, on obtiendra 

k(lx — la) = &l-, 

a 

«Sur le 7i° 82, page iSj. 

ï°. Si Ton représente par clr les parties dans lesquelle» 
on conçoit que l'unité est divisée , la somme que Ton 
cherche sera exprimée par 



fx^àx (1 — x)\ 

L'intégration par parties appliquée au facteur x m dx , 
donne d* abord 

a; m+1 (i — x) n n rioAmX , , .__. . 

m -f- 1 m-f-i 

en répétant cette opération un nombre n de fois, on 
fait disparaître le facteur 1 — x> et on obtient la for- 
mule de la page 139. 



»8£ TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

La formule désignée par 

dans le texte , équivaut à Tintégrale 

fx m àx (i — xY 

prise depuis x-zza jusqu'à x = b ; et la probabilité 
d'obtenir, sur un nombre p d'épreuves nouvelles^ — q 
éyénemens A et q événemens B (85) , sera 

i.a.3 q X /a? m dx (>—.*)* V 

les intégrales étant prises depuis x = o jusqu'à x =r 1 • 
2°. La considération des valeurs moyennes (87) con- 
duit très - simplement aux? intégrales ; car dr étant 
l'accroissement des valeurs de x, le nombre de ces 

valeurs comprises dans l'unité, sera 3—, et la Va- 
leur moyenne résultante de toutes celles que prend dans 
cet intervalle , la fonction a; m (i— x) a , sera égale à la 
somme des valeurs successives de cette fonction, divisée 

par -3—, c'est-à-dire à 

* QX 

fx™ Ci — x V 

<±-±l =i- =fx m àx (1 — x)\ 

Sur ce pied la probabilité d'un nouvel événement A 2 
et celle d'un nouvel événement B, deviennent 

/x m ^ I dx(i — x) tt fx m àx{\ — x) tt + l m 

/x w da;(i— x) n 9 fx m àx(i—xy ; 
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et Ton voit que leur somme est égale à l'unité, puis- 
que toutes ces intégrales sont prises entre les même» 
limites ; x = o et x = 1 . 

Nous ferons observer ici en passant , qu'en général 

jfydg 
6 — a 9 

Tintégrale étant prise depuis a?=ra jusqu'à x=zb , 
exprime la valeur moyenne entre toutes celles que 
l'ordonnée y d'une courbe peut recevoir depuis l'abs- 
cisse a jusqu'à l'abscisse b. 

î 

Sur le n° 93 y page 1 58. 

i°. Suivant la notation du calcul intégral , la proba- 
bilité indiquée dans cet article a pour expression la valeur 
de l'intégrale /j: OT dr(i — x) n , prise entre les limites 
a:=: a, x=i, divisée par sa valeur prise entre les 
limites x=o et x=i\ cette dernière ayant déjà 
été trouvée ci-dessus ( p. &jb ) , je vais chercher 1» 
première, pour laquelle 

771 , 771 . 

C, = - :+C, 



771 + 71 771+ TÎ 

et faire en conséquence 

771 ,, . Tl 

xz= . \-z, dou x — x = 



771 +• Tl 771 + 71 

ce qui donnera 

si, pour abréger on pose 7n + 7»==r; et les limites 
de z seront — c et +c. 
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On peut d'abord penser à développer cette trans-» 
formée, suivant 1« puissances de z, en l'écrivant ainsi : 



m m " n 



5*0 +=)(-?)■•• 

mais en la convertissant en exponentielle , on parvient 
à un résultat plus simple. Pour cela , on observe que 






et développant le logarithme indiqué , on trouve 



de même 



r a z* r' z* 

rz — « h ô — — etc. 

e ant ont» 



(■ - ïJ - 



r a s a r 3 2 s 
— rz — 

e 



rz\ n ~rz — — -sr-T etc. 



Cela posé, si Ton néglige le terme affecté de z 3 et les 
suivans, ce dont nous verrons bientôt la possibilité „ 
quand m et n sont de grands nombres , l'intégrale cher- 
chée sera réduite à 

v Je * ^ m n J àz=J e * mn dz; 
faisant alors 

= t% d*ou » = * 1/ --j- , 



277171 

«lie se change en 



vvy- d{; 



V i <■ ■ »1 
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fct les limites de z étant — c et + c, celles de t seront 

V amn V 2m» 

mais , à cause que la fonction e~" demeure la même ; 
trael que soit le signe de t , il suffira de prendre l'in- 
tégrale précédente , depuis t = o > jusqu'à * », 

*= c 1/ - — , et de doubler la valeur obtenue ainsi. 
Par ce moyen où aura 

/**d*(i^x)»=_ è a^_/e d* 5 



«t divisant ce résultat par 



m m n n 



V m+n* 



( m + n ) m+B+1 V m+ 

Valeur approchée de l'intégrale /x m cbe( 1 — *)», prise 

entre les limites ô?=o et x=i (p. a?5 ) , où aura 
pour la probabilité cherchée 

—r=fe dk 

C'est donc de la valeur de /è df , entre les limités 
indiquées ci-dessus, que dépend en dernier résultat 
l'approximation demandée ; or cette intégrale prise de-» 
puis t = o jusqu'à t infini, est seulement, comme on 

le verra plus bas , ~ \/* , et elle eu approche beaucoup, 
dès que t devient un peu considérable, parce que la fonc- 

*9 



tmm^^m 
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tîon e"~" décroît alors ayec une rapidité de plus en plus 
grande. Il suit de là que la valeur de la probabilité 
cherchée , tend continuellement vers l'unité, et qu'elle 
en approche d'autant plus , que la limite 




amn 



est plus considérable. Mais pour qu'il en* soit ainsi ; 
il faut que c surpasse beaucoup — i=> , car */-£- 

étant l/7 . \J — - , la quantité . dans son mi* 

r V xmn 7 ^ amn' 

nimum qui répond à j»5=», se réduit à ft- 

D'un autre côté , pour qu'il soit permis de négliger 

r 3 * 3 
le terme =— - dans la série exponentielle du dévelop- 
pement de fi -f- — j ( p- ^88 ) , il feut qu'en y fai- 
sant s=c > ce terme demeure fort petit. Or, en met- 
tant i part le facteur =-5 qui ne peut pas tomber au- 
dessous de j , il reste le facteur rz* qui , devenant ro 3 à la 
limite de l'intégrale, et se changeant en r ' * lorsqu'on 
fait c=-^— , prendra un exposant négatif, ai 3 >i» 

joignant cette condition avec la précédente, on en con- 
clura que pour obtenir l'approximation supposée , c doit 

être entre —7= et -s — ; que par conséquent plus T 

v f Vf 

sera considérable , toutes choses d'ailleurs égales , plus 
on pourra prendre c petit, et que moins on réduira 



0? 
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là valeur de c> plus la limite de t deviendra grande f 
plus alors la probabilité cherchée approchera de l'unité» 

a°> La valeur complète £ l/* de l'intégrale /e~ t% dt , 
qui s'est déjà présentée plus haut (p. 27$) , se déduit ai-* 
sèment de l'équation 

apportée à k fia de mon Traité élémentaire de Calcul 
différentiel et de Calcul intégral, et dans laquelle les 
intégrales sont prises depuis x=o jusqu'à x= i« 

Si l'on fait, dans cette équation jtâse""?'*, elle devient 
f pdte^^^U pdte^.e^+^ l 



sr 



ar •+■ 1 • a 



lés limites de * étant FinËn} négatif et zéro» Posant 
ensuite (/(ar+i) = i> mettant dans le second membre 
la valeur de ar+i, tous les deux deviennent divi- 
sibles par </ , puis divisant sous les radicaux par aq 3 
on obtient 

y * 



!/#!!/€ 



# 



? et comme la limite de — ' , lorsqu'on y £uty=o, 

X9.W 



"^v 
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est * â , l'équation précédente se réduit alors i - 

a[/VT'\lf] ' = - , d'où f<T t% àt = il/ï. 

a a 

La valeur de cette intégrale étant la même pour 
les t négatifs, comme pour les t positifs , on peut aux 
limites £=— infini et t =o, substituer J=o et *= infini 
qui se succèdent dans le njême ordre, par rapport à 
l'accroissement de la variable t. 

En substituant à e~ son développement suivant les 
puissances ascendantes dé t, et en intégrant, on forme 

une série qui donne la valeur de fe At, lorsque la 
limite de t n'est pas un grand nombre; mais dans la 
cas contraire, il faut chercher une série descendante 
qui s'obtient en faisant attention que 

et en continuant cette intégration par parties sur le 

facteur e~ , après avoir multiplié et divisé par U Oa 
trouve de cette manière le développement. 



— *» 



qui , s'évanouissant lorsque t est infini , donne depuis) 
tt=zT jusqu'à t infini, 

i S "JL-j-JL 5-5 , A > 

"Z"? l 1 ~ ar^a'SP^tfT 8 " 1 ^ /• 
aie 

Retranchant ce résultat de £ \/*% on aura la valeur de 
/e dt depuis *=o, jusqu'à *= 7*. 
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La série ci - dessus cesse d'être convergente , mais 
d'autant plus tard que T est plus grand ; et comme* 
ses termes sont alternativement positifs et négatifs , elle 
donne jusques-là des limites très -resserrées de la valeur 
que l'on cherche. 

3°. Dans la transformation précéd. de y*a; m dx(i— x)*. 

en /V" d*, nous n'avons employé que les premiers 
termes de la série exponentielle en z (p. 288) ; il est 
cependant possible d'avoir égard aux autres, en fai- 
sant d'abord égal À — -t% l'exposant de e dans le produit 

i ■+• — - J etdefi— — J â 
ce qui donne 



è + +r r(^-i)- etc - ~~*' 






ou bien, 

anw 1 ^ 3/nV -f-etc. — t, 

en changeant les signes, réduisant et observant que 
n a — /n. a =— r(m — n). On déduira d'abord de cette 
équation les limites de t au moyen de celles de z ; 
ensuite on y fera 

z = At + Bt % + tt 3 -f etc.-, 

pour obtenir ds; et les coefficiens A> B> C, etc. se 
détermineront à l'ordinaire en établissant l'identité des 
deux membres ; on aura ensuite 






f*H-» 



/V* df {4 -f 2^ + 3CÏ* + etc<}. 
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Lorsque la variable t doit être comprise entré des 
limites positive et négative de même grandeur, on sirn* 
plifie le calcul , en séparant l'intégrale en deux parties, 
l'une embrassant les valeurs positives det, et l'autre les 
valeurs négatives ; car ayant d'une part 

fï~*'& {A + *Bt + ZCt* + etc.}, 
de l'autre 

— fT t% à% {A — *$$ + ZjCt rr «te.} , 

«t retranchant le second résultat du premier , on obtient 

/x»da;( i — x)*= ?~.*fe~ t% àt{A+3Cr+etc.}. 

Dans le cas particulier que nous examinons, les 
limites de t ne pourraient être supposées de même gran- 
deur, qu'autant qu'on négligerait les puissances de £ 
supérieures à la seconde; mais s'il s'agissait d'obtenir 
l'intégrale . /x m âr(i — x)*, entre les limites o:==o 
et x = i , cela reviendrait à supposée nuls alternati- 
vement les facteurs 

x -J- -p. et X — — ou la fonction e"~** , 

et par conséquent assigner à t pour limites l'infini po- 
titiJFet Finfini négatif. D^ns 6e cap on a^ ^epnj& *:= o jus- 
qu'à t infini, fe~ dfc=£ \f*\ on en conclut aisément, 
an moyen de l'intégration par parties, 



f "I 
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d'où 

/*»d<i_*)»=££ \T« [ A + | c+|^ E +etc.}; 

et si on fait le calcul indiqué pag. 293 pour obtenir le* 
coefficiens du développement de * en t % on trouvera 

r> m * — nmn -f -n a - 

° ^ ÏW A ' . 

etc. 

En se bornant au premier terme , on a précisément 
la valeur approchée de faFàx ( 1 — x )* déduite 
de la formule d'Euler, p. 378. 

Dans ce qui précède , j'ai suivi en grande partie la 
marche tracée par M. Laplace dans le premier Mé- 
moire qu'il a publié sur te Calcul des Probabilités , 
Savons Etrangers , t. VI , p. 6a6 , et par M. Legendre , 
dans la troisième partie de ses Exercices de Calcul 
intégral, p. 343 (*) 



w*mç.*mm..mm.m—.——m——^—^^m 



(*) Ceux qni voudront suivre dans ses progrès, {a théorie des 
approximations ponr les formules de grands nombres, devront 
consulter d'abord le Traetatus-de summatione et interpolation* 
serierum, de Stirling, p. i35, les Miscellanea analytiça de 
seriebus et quadraturis , de Moivre, pag. 4 dn Snpple'ment, et 
passer an Calcul différentiel d'Euler, a e pact. , cbap. VI, pui* 
aux Mémoires de P Académie des Sciences ponr les années 1778, 
pag. 227, x 7&>> P a £* 1 > ct I7B3, pag. 4*3, et enfin à la Théorie 
analytique des Probabilités , livre !•* , a* paxûç. 
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Sur le n° îai , page 207, 

i*. Si Ton conçoit que la rente s se paie par por- 
tions égales à sdx', x désignant le tems écoulé depuis 
l'origine du placement , qu'on représente par % la 
probabilité que l'individu qui Ta fait existera au bout 
du tems x, enfin que, pour abréger, on fasse î-J-firrqr, 
la somme sàx rapportée à l'origine de ce tems , et mul- 
tipliée par la probabilité de la payer, deviendra . 






•X 



d'où 



"•■St'. 



et l'intégrale devra être prise depuis x = o, jusqu'à 
l'âge le plus avancé de la table de mortalité. 
. Ce qui précède suppose qu'on ait l'expression algé-t 
brique de la loi de mortalité, ou l'équation de la courbe 
qui représente cette loi (i 06). Soit y=f( O bette équa-\ 
tion,^ étant le nombre de vivons à l'âge x compté depuis 
la naissance; pour transporter l'origine dea x à l'âge a* 
ij suffira d'écrire a + x , au lieu de x , ce, qui donnera 
y = f (a-+-.x); or le nombre djes^ivans de l'âge q 
étajat f(a), on aura, . 

f(a-f-x) s >/^dxf(aH-a:). 

#=== -ï(sr s= *ïï*)J — r — ' 

On peut laisser partir la, variable x de la, naissance k 
en écrivant seulement q*"", au lieu de q x 9 et la formula 
jû-dessus devient 

d3rf(x) 



c s Pdxï(x) 



l'intégrale étant prise depuis x=a , jusqu'à la *fin de 
la table de mortalité. 
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2°. Si la rente ne devait commencer à courir qu'un 

ïiombre n d'années après l'époque dn placement, a 

étant l'âge auquel il s'est fait, la valeur du capital serait 

encore 

VLrf (x) m 



°~i(a)J q*~< 



ïnais l'intégrale ne devrait commencer qu'à x=a-f? n,' 
parce qu'il faut en retrancher toute la partie qui pré- 
cède le premier paiement de la rente. 

L'application de. ces expressions, soit à la formule 
de Lambert , soit à l'hypothèse de Moivre , rapportées 
dans le n° 106, est trop facile pour s'y arrêter) je me 
bornerai donc à faire observer que l'introduction de la 
loi de continuité, distribuant les décès et les paiemens 
sur tous les instans de l'âge , convient mieux que toute 
autre hypothèse, au c^s où le banquier s'engage à 
payer aux héritiers , la portion de rente échue depuis le 
décès du rentier , mais elle change un peu le produit de 
l'intérêt de l'argent, parce que , dans la pratique, on 
n'obtient pas, pour de petits intervalles de tems, l'intérêt 
composé , mais l'intérêt simple. 

3°. En substituant les différences aux différentielles, 
on mettra tel intervalle qu'ôtf" voudra entre les paie- 
mens; car alors on pourra calculer la somme de la 
suite des valeurs de l'expression 



~i~a. > 



a partir de x=ra, en faisant croître x de la diffé- 
rence h assignée pour l'intervalle de deux paiemens* 
Cette somme dépend, comme on sait de l'intégrais 
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et Ton obtiendrait son développement, par la série soin- 
matoire d'Euler, citée page 37a, en y faisant 

u s= _J^-- % Cest i peu près ainsi que M. Laplace? 

traite ce sujet dans la Théorie analytique des Proba* 
iilUés, jp. 426. 

Sur h n° i44> page *$• 
La formule de cet article revient i 

fx^àx (1 — x y 4 

frràx(i -x)» «+■ faflàx ( 1 — xy' 

les intégrales étant prises depuis x = a jusqu'à x = b: 
Quand a = | et i= 1, on peut changer frfàx{\—xY 
en fxPdx(i — x y, pourvu qu'on prenne cette der- 
nière depuis x = o jusqu'à a: = 5 ; car si Ton fait 
x = 1 — % y il vient 

fx*àx ( 1 — x y s — /Vd* ( 1 — » y y 

entre les limites * = y, 3=0, et par conséquent 
fz?àz£ 1 — » y ou fx^àx (1 — a? )*, lorsqu'on ren- 
verse les limites, c'est-à-dire qu'on mtègre depuis 
a? r= o jusqu'à x as £. 

Dans ce cas , le dénominateur de la probabilité in** 
diquée ci-dessus , devenant la somme des valeurs de 
la même intégrale fx^dx ( 1 — x y, prise d'abord 
depuis x =c £ jusqu'à x = 1 , et ensuite depuis a?=o 
jusqu'à x = £, est la même chose que l'intégrale en- 
tière, depuis a? = o jusqu'à ar= 1 ; la probabilité 
dont il s'agit revient dçmc à 

fafdx ( 1 — g y 
/afdr (x— a? )«* 
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l'intégrale du numérateur étant prise depuis x = J 
jusqu'à x = 1 , et celle du dénominateur, depuis x = o 
jusqu'à x = i . C'est précisément l'expression que donne 
M. Laplace, pag. 33 du Supplément qu'il vient d'ajou- 
ter à sa Théorie analytique des Probabilités , et qui 
n'avait pas encore paru lors de l'impression de l'ar- 
ticle auquel se rapporte ce qui précède. 



FIN. 



ADDITIONS ET CORRECTIONS. 

Page 35 , avant le n* a4* La difficulté proposée par le chevalier 
de Méré, n'est pas la seule qu'on ait élevée contre l'évaluation des 
probabilités dans les épreuves répétées. Elle ne reposait que sur son 
ignorance du calcul qui lui faisait regarder comme proportionnels 
des nombres qui ne pouvaient l'être ; mais d'Alembert a voulu jeter 
du doute sur les principes eux-mêmes. L'exposition et la réfutation 
d'une seule de ses objection» 1 suffira pour les faire apprécier toutes , 
car elles n'ont obtenu l'assentiment d'aucun géomètre distingué; 
elles prouvent seulement qu'il peut arriver aux hommes le plus 
justement célèbres , de s'égarer même dans un sujet fort simple. 

Suivant d'Alembert , lorsqu'on jette un dé à deux faces que je 
désignerai par A et B , le pari d'amener la face A au moins une 

fois en deux coups , n'a en sa faveur qu'une probabilité « au lieu 

3 

de j que donne le principe du n° ao ; car, dit-il , si l'on amène A 

du premier coup, le jeu est fini, et si l'on amène au contraire la 
face .B, il faudra jouer le second coup qui donnera A ovlB , ensorte 
qu'il ne peut réellement arriver que l'un de ces 3 événemens , A , 
BA 9 BB y dont i font gagner le pari (*) : cela est vrai ; mais l'er- 
reur consiste à supposer aux deux derniers la même possibilité qu'an 
premier j elle est du genre de celle qui a été indiquée dans le n° 19. 

En effet la probabilité de l'arrivée de A au premier coup est - 

ainsi que celle de B \ mais celle des événemens composés BA et BB, 

qui n'ont lieu qu'au deuxième coup, est, avant le premier coup, 

111 • 

- . - = 7 ; ainsi le joueur qui parie d'amener^ au moins une fois» 

t en a sa faveur, avant ce coups la probabilité 

1 

la même qu'on obtiendrait en embrassant les quatre arrangement 
que présentent les deux épreuves combinées ensemble, savoir 

AA f AB 9 BA 9 BB (♦*). 



(*) Opuscules mathématiques de d'Alembert , tom. II , p. *>• 
(") Essai philosophique sur les Probabilités , page i3 de la 
troisième édition in-8°. 



En général il est visible qu'il y a le même nombre de chances 
dans n jets successifs du même de' , et dans le jet simultané de n 
des semblables. Il paraît par les lettres de Pascal a Fermât , qu'il 
était tombé d'abord dans une erreur analogue à celle que nous 
venons de relever (*). 

Page 5a, ligne 19, xm r »- r /i r "+ r , lisez x'm r "»- r /i r »+ r . 

Page 70, ligne 17, au numérateur , n lisez n — 1. 

Page 71, ligne zen remont. , après épuise, ajoutez, -puisqu'il 
n'y a plus d'incertitude sur celui des joueurs qui doit gagner. 

Page 72 , ligne 16, ajoutez, ces trois fractions composen 
l'unité (8), ' 

Page 80 > à la fin du n° 5a, ajoutez, Moivre s'est occupé de 
ces derniers dans sa Doctrine of Chances , pag. 184. 

Pag3 ioa, ligne 16 , ajoutez , M étant ici la mise du joueur 

qui parie pour /?, est égale à nb(m+n). 

Ibid, ligne 17 , ajoutez , 

Cela posé , comme on peut assigner d'abord au nombre s telle 

valeur qu'pn veut, on pourra supposer aussi petits qu'on le voudra 

les rapports — , — ; et prenant ensuite pour r des nombres de 
• s m sn 

plus en phis considérables , on obtiendra une probabilité de 
plus en plus grande, que la somme perdue par V un quelconque 
des joueurs et gagnée par l'autre ne surpassera pas une frac 
tion donnée , et aussi petite qu'on le voudra , de leur mise to- 
tale. Il faut d'ailleurs, observer que cette somme étant égale à 
r (a-+- b) , augmente proportionnellement au nombre r , et par 
conséquent à celui des épreuves, exprimé par rs (m-j- n ). 

L'accroissement de la probabilité tient à celui du nombre des 
termes dont se compose l'expression rapportée snr la page 53, 
à mesure que l'on embrasse un plus grand nombre d'épreuves , 
et dépend du facteur r. Si on supposait ce facteur constant, et 
qu'on fit croître l'expression rs(m-j-n) par le facteur s, ce qui 
resserrerait de plus en plus les limites assignées à la distribution 
des événement simples , alors l'expression de la probabilité , ne 
renfermant toujours que le même nombre de termes , diminuerait 
de valeur, ainsi qu'on l'a dit dans le n* 39, et comme on peut 
le conclure de la formule de la page 271. Entre ce cas et le pré- 
cédent , il en doit exister un dans lequel , r et s variant à la fois , 
et chacun de ces nombres croissant moins rapidement que celui des 
épreuves , la probabilité demeure constante. La somme r(a-\-b) 

(*) OEuvre* de Panai, tom. IV, p- 4 2 4- 



perdue <ra gagnée, augmente encore, maïs set rapporte — », — , 

à la mise totale de chaque joueur, décroissent; et de là résulte que? 
la même probabilité correspond a une limite de perte ou de 
gain dont la valeur croit toujours , mais de manière h devenir 
'une fraction d'autant moindre de la mise totale , que Von doit 
continuer le jeu plus long-tems. 

Page ro5 , observation sur le premier alinéa. 

Le calcul n'indique point la diminution des valeurs absolues des 
différences entre l'état de deux joueurs placés dans des conditions 
égales, mais seulement la diminution des rapports entre ces dif- 
férences et. le total des sommes risquées par chacun d'eux {voyez 
ci-dessus C addition à la page 102) ; cependant on doit observer 
que si la dnrée du jeu n'est pas très-considérable , et si les mises 
•ont modiques , les faits examinés en gros peuvent paraître d'accord 
avec les assertions rapportées dans l'alinéa cité. 

Page ia6, ligne 14 , 0,434* , Jûez 0,4342. 

Page 157, ligne 4 en remont. , *y ( * ,a) , lisez S **. 

s 1 

Page 189, h la fin du «• n5, ajoutez en note. Essai sur 
le principe de la population , par M. Malthus, tom. I, p« 6—7 
de la traduction française, et tom. II, p. a4° ei 8niT - 



De l'Impr. de M»* Y* COURCIER, quai des Augustins, »• 67. 
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